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INTRODUCCION

El tratado Sobre las lineas espirales es uno de los que con-
servan el dialecto dérico materno de su autor, y este hecho ha
sido a veces interpretado como indicio de que la obra obtuvo
menos difusién en la Antigiiedad tardia y en los primeros siglos
del Imperio Bizantino. En efecto, Eutocio no llegé a conocerlo,
pues cuando afirma que Arquimedes habia descubierto «una
recta igual a la circunferencia dada de un circulo»’ aduce como
fuente la Vida de Arquimedes escrita por Heraclidas y perdida
para nosotros. Tal vez fue precisamente esa menor difusion la
que permiti6 que el tratado conservara su forma lingiifstica ori-
ginal, al revés de lo que les ocurrié a los tratados de mayor
éxito —Sobre la esfera y el cilindro y la Medida del circulo,
principalmente— que fueron vertidos al dialecto comuin (koiné
didlektos) generalizado como lengua literaria desde época ale-
jandrina.

El tratado va precedido de una carta, dirigida al estudioso
alejandrino Dositeo, que es un testimonio de suma importancia
para la datacién de las obras de Arquimedes: de acuerdo con los
datos que nos proporciona, antes de enviar a Dositeo este traba-
jo ya le habia mandado los enunciados y soluciones de la medi-
da de la superficie y el volumen de la esfera —es decir, ya habfa
compuesto el libro Sobre la esfera y el cilindro— y también le

! HEIBERG, ed. cit., 111 228, 20-26.



10 SOBRE LAS LINEAS ESPIRALES

habia enviado sus hipétesis sobre el volumen del segmento del
paraboloide y de la proporcién que guardan dos segmentos cor-
tados del mismo paraboloide, si bien de esto Gltimo atn no le
habia remitido las demostraciones.

Pero el escrito que le remiite ahora contiene «un género dis-
tinto de problemas, que nada tienen en comiin con los que aca-
bo de mencionar» —dice—; se ocupa de la definicién y pro-
piedades de la curva que hoy recibe el nombre de «espiral de
Arquimedes», con el objetivo, como solia ser en los trabajos
geométricos griegos, de obtener su cuadratura. Y es que la espi-
ral de Arquimedes es una curva de su invencién, de generacién
mecénica, producida por un punto que se desplaza a velocidad
uniforme («que se desplaza uniformemente», dice Arquime-
des) por una semirrecta, uno de cuyos extremos permanece fijo
mientras la semirrecta se desplaza, también a velocidad unifor-
me, en sentido circular?.

Los principales resultados obtenidos, que Arquimedes,
como suele, anticipa en la carta, son los siguientes:

—El drea comprendida por la espiral y la semirrecta tras
recorrer el primer giro completo es la tercera parte del circulo
descrito con centro en el origen de la espiral y teniendo por ra-
dio el segmento recorrido por el punto en ese primer giro®.

—La longitud del segmento perpendicular a la semirrecta
principio del giro, prolongado hasta que corte a la tangente de

% Para situar un poco mejor esta curva, recordemos que Papo ( Collectio
Mathematica IV 270-272) distingue tres clases de problemas geométricos: los
problemas «planos» (epipeda), que pueden resolverse mediante rectas y circulos,
los «s6lidos» (stered), que requieren para su solucion el uso de superficies de
figuras solidas, especialmente el cono, y los «lincales» (grammikd), en los que
se asumen para la construceién otras lineas curvas cuyo origen es mds compli-
cado y menos natural, dado que se generan a partir de superficies més irregu-
lares y movimientos més complicados. Entre las curvas de la clase lineal inclu-
ye Papo la espiral junto con la cuadratriz, la concoide y la cisoide,

* Prop. 24.
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la espiral en el punto Gltimo del primer giro es igual a la circun-
terencia del circulo descrito con centro en el origen de la espiral
y teniendo por radio el segmento recorrido en ese primer giro
por el punto que se va desplazando®.

—El érea afiadida en el tercer giro de la espiral es el doble
del drea comprendida por la espiral en el segundo giro; el de la
cuarta, el triple, y asi, sucesivamente, el 4rea afiadida en un giro
n de la espiral es el miiltiplo n-/ del drea afiadida en el segundo
giro. Y el drea comprendida en el primer giro es 1a sexta parte
del drea afiadida en el segundo giro®,

—Si se toman segmentos consecutivos de la espiral descrita
en su primer giro (s, $,) y se trazan dos circulos (¢, C,) con
centro en el origen de la espiral y radio las rectas que delimitan
los segmentos (7, R)), las dreas resultantes de restar a los secto-
res circulares las correspondientes dreas de los segmentos de
espiral (a, A,) cumplen que

A ca (r+[2B3(R,—r)])(r,+[1/3(R,—-r)I°

Las demostraciones de esos enunciados van precedidas, si-
guiendo, de nuevo, la costumbre de Arquimedes, de once pro-
posiciones de cardcter auxiliar. Las dos primeras son teoremas
relativos a la recta por la que se desplaza un punto de manera
uniforme: en la primera demuestra la proporcionalidad existen-
te entre los segmentos recorridos por el punto que se desplazay
los tiempos empleados en recorrerlos; la segunda, que si dos
puntos van recorriendo una linea cada uno con movimiento uni-
forme, y en cada linea se toman dos segmentos, si los primeros
segmentos son recorridos en el mismo tiempo que los segun-
dos, los segmentos tomados guardardn la misma razén. Las
proposiciones 3 a 9 tienen caricter de problemas —es decir,
demuestran la posibilidad de llevar a cabo determinadas cons-

4 Prop. 18.
5 Prop. 27.
¢ Prop. 28.



12 SOBRE LAS LINEAS ESPIRALES

trucciones— y versan sobre los segmentos cortados por los
circulos y sus tangentes en otros segmentos dados, y tienen en
comiin estar resueltos mediante construcciones de neisis’. Cie-
rran la primera parte del tratado dos teoremas (props. 10y 11)
sobre las progresiones por diferencia.

La segunda parte del tratado se abre con siete definiciones
relativas a la generacién y las partes de 1a espiral, y les siguen
diecisiete proposiciones mds en las que estudia las propiedades
de las tangentes a la espiral y mide la longitud de los giros de la
espiral compardndolos con los circulos que los comprenden
(props. 12-20) y, por dltimo, mide el drea de la curva en sus gi-
ros sucesivos y el drea del segmento de espiral (props, 21-28).

Este tratado es el primer estudio a fondo sobre tangentes a
una curva diferente del circulo: en todos los textos griegos co-
nocidos, una curva plana es el limite o parte del limite entre dos
regiones del plano, una de las cuales —la figura propiamente
dicha— s6lo puede contener segmentos de rectas, y no rectas ili-
mitadas. Una tangente a una curva es, por tanto, una recta ilimi-
tada siempre exterior a la figura. Esa concepcion exige que se
establezca la existencia de la tangente y su unicidad. Esta se-
gunda parte consiste en demostrar que toda otra recta que pase
por el punto de contacto penetra en la figura. Asf actdan Eucli-
des, Apolonio y Arquimedes, los tres mateméticos que se ocu-
paron de estas cuestiones —para los casos, respectivamente,
del circulo, las cénicas y la espiral.

Arquimedes no desvela el andlisis que le permitié encontrar
la tangente a su espiral, pero la elegancia de las sintesis de sus
razonamientos en esta obra ha alcanzado los elogios generali-
zados de los comentaristas.

7 Vid. vol. I, INTRODUCCION, pdgs. 41-42 y la bibliograffa mencionada
alli.

Arquimedes a Dositeo, jsalud!

De los teoremas que envié a Conén, respecto a los cuales me
encargas constantemente que te escriba las demostraciones, la
mayoria las tienes escritas en lo que te llevé Heraclidas y algu-
nas otras te las escribo y envio en este libro.

Note extraiies si dejo pasar mucho tiempo antes de publicar las
demostraciones. Ocurre que esto ha tenido lugar porque yo queria
primero entregarlas a los que se dedican a las mateméticas y pre-
fieren hacer la investigacion. ;Cudntos de los teoremas geométri-
cos que al principio parecen de dificil acceso reciben con el tiem-
posuresolucién! Conén concluyé su vida sin haber tenido tiempo
bastante para esta investigacién. De otro modo, tras resolver to-
das estas cuestiones y haber propuesto muchas otras, las habria
puesto en claro y habria hecho avanzar muchisimo la geometria,
Sé que tenfa una inteligencia poco corriente para las matemdticas
y una excelente aficién al estudio. Pero habiendo transcurrido
muchos afios tras la muerte de Conén, no tengo noticia de que
nadie haya logrado ningin avance en ninguno de los problemas.

Yo, por mi parte, quiero proponerlos uno por uno, porque
resulta que afiad{ a la lista dos problemas de los que yo adn no
habfa determinado completamente la solucién, para que los que
andan diciendo que lo descubren todo pero no dan a conocer
ninguna demostracién queden refutados por haber admitido
que habian descubierto imposibles.
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Intentaré aclarar cudles son estos problemas y de cudles tienes
enviadas las demostraciones y de cudles te las envio en este libro.

El primero de los problemas era: dada una esfera, hallar un
rea plana igual a la superficie de la esfera, que es lo primero
que quedo aclarado al publicar el libro sobre la esfera; pues una
vez demostrado que la superficie de toda esfera es el cuddruple
del circulo méximo de los de la esfera!, es evidente que es posi-
ble hallar un 4rea plana igual a la superficie de la esfera.

El segundo: dado un cono ¢ un cilindro, hallar una esfera
igual al cono o-al cilindro?,

El tercero: cortar una esfera dada mediante un plano de ma-
nera que sus segmentos guarden entre sf la razén indicada’.

El cuarto: cortar una esfera dada mediante un plano de ma-
nera que los segmentos de su superficie guarden entre si la ra-
z6n que se indique®,

El quinto: hacer que un segmento de esfera dado’ sea seme-
jante a un segmento de esfera dado®,

El sexto: dados dos segmentos de la misma esfera o de otra,
hallar un segmento que sea €l mismo semejante a uno de los

! En el tratado Sobre la esfera y el cilindro 1as demostraciones relativas a la
medida de la superficie y el volumen y de la esfera aparecen en ese orden (res-
pectivamente Sobre la esferay el cilindro 133 y 134). Pero las intuiciones que
le condujeron a las demostraciones habfan seguido el camino inverso, como
testimonia el propio Arquimedes en Método 2: «Una vez visto esto, que toda
esfera es el cuddruple del cono que tiene por base su cfrculo maximo y la altura
igual al radio de la esfera, se me ocurri6 que la superficie de toda esfera es el
cuddruple del cfrculo méximo de los de la esfera. Y es gue mi suposicién habia
sido que, puesto que todo circulo es igual a un tridngulo que tiene por base la
circunferencia del circulo y la altura igual al radio del circulo, también toda
esfera es igual al cono que tiene por base la superficie de la esfera y la altura
igual al radio de la esfera»,

2Ef il T 1.

3 Esf. cil. 114

S Esf el 13,

* Un segmento dado «en volumen», hay que entender.

¢ Esf cil. 1 5.
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segmentos pero que tenga la superficie igual a la superficie del
otro segmento’.

El séptimo: de una esfera dada cortar mediante un plano un
segmento de tal manera que el segmento guarde con el cono que
tenga la misma base que el segmento e igual altura la razén in-
dicada, mayor que la de 3/2%,

De todos los mencionados, las demostraciones te las llevé
Heraclidas. Lo que se hallaba después de esto, era falso; y es: si
una esfera es cortada mediante un plano en partes desiguales, el
segmento mayor guardard con el menor una razén que serd
el cuadrado de la razén de la superficie mayor con la menor.
Que esto es falso es evidente por los teoremas que habfa envia-
do antes, pues entre ellos se encuentra el siguiente: si una esfera
es cortada en partes desiguales mediante un plano perpendicu-
lar a uno de los didmetros de la esfera, el segmento mayor en
superficie guardard con el menor la misma razén que el seg-
mento mayor del didmetro con el menor, y el segmento mayor
de la esfera guardard con el menor una razén menor que el cua-
drado de 1a raz6én que guarda la superficie mayor con la menor,
pero mayor que esa raz6n (elevada a) tres medios®.

Y de los problemas, también el que estaba puesto el Gltimo
era falso, el de que si el didmetro de una esfera es cortado de ma-
nera que el cuadrado construido sobre el segmento mayor sea el
triple del cuadrado construido sobre el segmento menor, y tra-
zado un plano por el punto'® corta a la esfera perpendicularmen-
te al didmetro, la figura que constituye el segmento mayor de la
esfera es la mayor de todos los segnmentos que tienen la misma
superficie. Es evidente que esto es falso por los teoremas que

7 Esf cil. 6.

8 Esfocil 117,

% Esf. cil. 11 8. Los términos exactos que emplea Arquimedes para «cuadra-
do de laraz6én» y «razén elevada a tres medios» son, respectivamente dipldsios
Iogos (literalmente «razén duplicadar) y hémidlios I6gos (literalmente, «razén
sesquidltera»).

'® Por el punto «de corte en ¢l didmetro», se entiende.
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16 ARQUIMEDES

envié antes: pues estd demostrado que el hemisferio es el mayor
de los segmentos de esfera comprendidos por la misma superfi-
ciell.

Después de eso, los problemas que propuse sobre el cono'
eran los siguientes: si permaneciendo fijo el didmetro de una
parédbola se hace a ésta girar de modo que el didmetro sea el gje,
lldmese paraboloide® a la figura descrita por la pardbola, y si
un plano es tangente a la figura del paraboloide y otro plano,
trazado paralelo al plano tangente, corta un segmento del para-
boloide, lldmese base del segmento cortado al plano que lo cor-
ta y vértice al punto en el que el otro plano es tangente al para-
boloide'. Que si la figura indicada es cortada por un plano
perpendicular al eje, la seccién serd un circulo, es evidente's;
pero que el segmento cortado serd una vez y media el cono que
tiene la misma base que el segmento e igual altura, hay que de-
mostrarlo’®,

Y que si se cortan dos segmentos de un paraboloide median-
te planos trazados de cualquier manera, las secciones serdn
elipses, es evidente'’; pero que si los planos secantes no son
perpendiculares al eje los segmentos guardardn entre si larazén
que guardan entre si los cuadrados construidos sobre las rectas
trazadas paralelas al eje desde los vértices hasta los planos se-
cantes, hay que demostrarlo'®, pero las demostraciones de esto
atin no te las he enviado.

W Esf cil. 119,

12 Heiberg sospecha que quiza haya que sustituir «cono» por «conoide», y
Heath asume esa propuesta de correccién.

13 Gr, orthogdnion kiinoeidés; cf. vol. 1, INTRODUCCION, pag. 48.

4 Con. esf., en la carta que precede al tratado, 248, 1-9.

Y Con. esf. 11.

s Con. esf. 21,

17 El de cualquier manera que emplea aqui Arquimedes no ha de ser inter-
pretado en el sentido de «en todos los casos», pues en el enunciado de Sobre los
conoides y esferoides 12, donde se prueba el aserto, Arquiinedes precisa la con-
dicién de que el plano no pase por ¢l gje ni sea paralelo ni perpendicular a él.

'8 Con. esf. 24.
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Después de esto, proponia estos problemas sobre la espiral,
que son un género distinto de problemas que nada tienen en
comiin con los que acabo de mencionar, y cuyas soluciones te
he escrito en este libro. Son los siguientes: si se hace girar uni-
formemente una linea recta, permaneciendo fijo en un plano
uno de sus extremos, y se la hace llegar de nuevo a la posicién
de la que parti6 v, al mismo tiempo que la linea es transportada,
un punto se mueve uniformemente por la recta partiendo del
extremo fijo, el punto describira una espiral en el plano.

Afirmo que el drea comprendida por la espiral y larecta que
se ha hecho volver a la posicién de la que partid, es la tercera
parte del circulo descrito con centro en ¢l punto que permanece
fijo y radio la recta recorrida por el punto en un giro de larecta'.

Y si una recta es tangente a la espiral en el dltimo extremo
producido en la espiral y desde su extremo fijo® se traza otra
recta perpendicular a 1a linea que se ha hecho girar y volvera su
posicion inicial, de modo que alcance a la tangente, afirmo que
la recta trazada® es igual a la circunferencia del circulo®.

Y si la recta que se hace girar y el punto que se desplaza por
ella describen varios giros y vuelven de nuevo al lugar del que
partieron, digo que el 4rea afiadida en el tercer giro serd el doble
del drea comprendida por la espiral en el segundo giro; y la del
cuarto, el triple; y la del quinto, el cuadruple; y, sucesivamente,
las 4reas afiadidas en los giros posteriores serdn miiltiplos, se-
giin la serie de los nimeros, del 4rea afiadida en el segundo giro;
y el 4&rea comprendida en el primer giro es la sexta parte del 4rea
afiadida en el segundo giro®.

Y si en la espiral descrita en un giro se toman dos puntos, y
desde ellos se trazan rectas hasta el extremo que ha permaneci-

® Espir. 24.
2 El extremo fijo es el «de la espiral», se entiende.
2! La recta trazada «en dltimo lugar», se entiende.
2 Espir. 18.
* Espir. 27.
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18 ARQUIMEDES

do fijo de la linea que se hace girar, y con centro en el punto que
ha permanecido fijo y radios las rectas trazadas hasta el extre-
mo que ha permanecido fijo de la recta se describen dos circu-
los, y se prolonga la menor de las rectas trazadas, afirmo que el
drea comprendida por el arco del circulo mayor que estd hacia
el mismo lado que la espiral entre las rectas y la espiral y la
recta prolongada guardard con el 4rea comprendida por el arco
del circulo menor y la propia espiral y la recta que une los ex-
tremos de éstos®* 1a razén que guarda el radio del circulo menor
més dos tercios del exceso en que excede el radio del circulo
mayor al radio del circulo menor con el radio del circulo menor
més un tercio del exceso mencionado®.

Las demostraciones de estas y otras cuestiones sobre la espi-
ral estdn escritas en este libro, v las precede, como en las demés
obras de geometrfa, lo que es de necesidad para su demostracién.

Asumo aqui también el siguiente postulado de los que figu-
ran en los libros publicados anteriormente: en las lineas desi-
guales y las 4reas desiguales, es posible que el exceso en que
excede la mayor a la menor, sumado repetidamente a si mismo,
exceda a cualquier magnitud propuesta de las que decimos que
guardan razén®s,

PROPOSICION 1

Si un punto moviéndose se desplaza uniformemente por una
linea® y en ella se toman dos lineas, las lineas tormadas guar-
dardn entre si la misma razon que los tiempos en los que el
punto las recorrid.

= «Estos» se refiere a los arcos de circunferencia y espiral en cuestion.

% Espir. 28.

* E1 postulado figura, con ligeras variaciones, en Esf. y cil. I, post. 5 (vid.
también nota al pasaje) y en la carta que antecede a Cuadratura de la pardbola
(264,9-12).

2 «Una linea recta», entiéndase.
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Desplécese un punto uniformemente por la linea AB, y t6-
mense en ella dos lineas I'A, AE y sea ZH el tiempo en el que el
punto recorri6 I'A y sea H® en el que recorri6 AE.

5 ! 5 1 g
¥ t 1}

T 4 E B

- N

3.
)

z H o K

B

Se ha de demostrar que la linea I'A guarda con la linea AE 1a
misma razén que €l tiempo ZH con el HO.

Compénganse las lineas AA, AB de las lineas I'A, AE en
cualquier composicién de tal manera que AA exceda a AB y
que cuantas veces forma parte la lineaI'A de la AB, otras tantas
forme parte el tiempo ZH del tiempo AH y que cuantas veces
forma parte la linea AE de la AB, otras tantas forme parte el
tiempo ®H del tiempo KH.

Dado que se ha supuesto que el punto se ha desplazado uni-
formemente por la linea AB, es evidente que en cuanto tiempo
harecorrido I'A, en otro tanto ha recorrido cada una de las lineas
iguales a I'A. Est4 claro también que la linea compuesta AA ha
sido recorrida en tanto tiempo cuanto es el tiempo AH, puesto
que la linea I'A esté4 contenida tantas veces en la linea AA como
el tiempo ZH en el tiempo AH. Por la misma razén también la
linea BA ha sido recorrida en tanto tiempo cuanto es el tiempo
KH. Puesto que la linea AA es mayor que la BA, es evidente que
el punto recorre la linea AA en un tiempo mayor que la BA. De
modo que el tiempo AH es mayor que el tiempo KH.

Del mismo modo se demostrard también que si de los tiem-
pos ZH, H® se componen tiempos en cualquier composicion de
modo que el uno exceda al otro, también la linea homéloga del
tiempo que sea mayor, serd mayor que las lineas compuestas de
fas lineas T'A, AE segiin la misma composicién.

Es evidente por tanto que la linea I'A guardard con la AE la
misma razén que el tiempo ZH con el tiempo H® [Elem. V,
def. 5].
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PROPOSICION 2

i, habiéndose desplazado con movimiento uniforme cada
uno de dos puntos por una linea —que no sea la misma—, se
toman en cada una de las lineas dos lineas, de las cuales las
primeras son recorridas por los puntos en tiempos iguales que
las segundas, las lineas tomadas guardardn entre si la misma
razon.

Desplécese uniformemente un punto por la linea AB y otro
por la linea KA, y témense en la linea AB dos lineas I'A, AE,
y en la KA {otras dos) ZH, H®, y el punto que se desplaza por
la linea AB recorra la linea I'A en ¢l mismo tiempo en que el
otro, transportado por KA, recorre ZH, e igualmente recorra
el punto la linea AE en el mismo tiempo en que el otro {reco-
rre) HO.

r 4 E B
z " o x

N B

2N Ia

Se ha de demostrar que I'A guarda con AE 1a misma razén
que ZH con HO.

Sea MN el tiempo en que el punto ha recorrido la linea I'A;
en ese tiempo también el otro punto recorre ZH. De nuevo, sea
NE el tiempo en que el punto recorrié AE; y en ese tiempo el
otro punto recorre H®; por tanto la linea I'A guardard con la
AE la misma razén que el tiempo MN con el NZ, y la linea
ZH con la HO la misma (razén) que el tiempo MN con el NE
[Prop. 1].

Luego es evidente que la linea T'A guardard con la AE la
misma razén que la ZH con la HO.
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PROPOSICION 3

Dados unos circulos en un niimero cualquiera, es posible
tomar una recta que sea mayor que {la suma de) las circunfe-
rencias de los circulos.

Pues si se circunscribe un poligono a cada uno de los cfrcu-
los, es evidente que la recta compuesta de (la suma de) todos los
perimetros serd mayor que (la suma de) todas las circunferen-
cias de los circulos [Esf. cil. 11].

PropPosICION 4

Dadas dos lineas desiguales, una recta y una circunferencia
de clrculo, es posible tomar una recta menor que la mayor de
las lineas dadas pero mayor que la menor.

Si se suma a sf mismo el exceso en que excede la linea ma-
yor a la menor cuantas veces {sea menester para que) exceda a
larecta y se divide la recta en otras tantas partes iguales, el seg-
mento®® serd menor que el exceso. .

En el caso de que la circunferencia fuera mayor que la recta,
aitadiendo un segmento a la recta, es evidente que serd mayor
que la menor de las lineas dadas, pero menor que la mayor.

En el caso de que fuera menor, afladiendo un segmento a la
circunferencia serd, de manera semejante, mayor que la menor
pero menor que la mayor, pues la linea afadida serd menor que
cl exceso.

* Se refiere a cada uno de Jos segmentos resultantes de dividir la recta
como se ha indicado.
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PrOPOSICION 5

Dado un circulo y una recta tangente al circulo, es posible tra-

zar desde el centro del circulo una recta hasta la tangente de ma-

nera que la recta entre la tangente y la circunferencia del circulo
guarde con el radio una razén menor que (la que guarda) con

cualquier arco de circulo dado el arco de circunferencia {com-

prendido) entre el punto de contacto y la recta trazada®.

F Sea ABI un circulo dado y

sucentro K, v sea AZ tangente al

7 Z circulo en el punto B, y dese

también un arco cualquiera de

K 7 circunferencia de circulo.

4 Es posible tomar una recta

v 4 r mayor que el arco dado; ysea E

la recta mayor que el arco dado.

Desde el centro K trdcese una

recta AH paralela a AZ, y sea

H® igual a E y tendente a B¥. Una vez trazada desde el centro
K hasta ©, prolénguese.

En efecto, ®Z guarda con OK la misma raz6n que B® con
®H. Por tanto Z® guarda con K una razén menor que el arco
BO con el arco dado, porque la recta B® es menor que el arco BO
{Esf. cil. 1, post. 1] y la recta ®H es mayor que el arco dado
[Elem. V 8]. Por tanto Z® guarda con el radio una razén menor
que el arco B® con el arco dado.

4

# El problema que se pretende resolver consiste en construir una recta que
desde el centro del circulo corte a la tangente —en la ilustracidon, KZ— de
medo que se cuampla que la razén KZ : K@ es menor que la razén entre el arco
BO y el arco dado —al que Arquimedes no da normbre, y del que dice sélo que
es menor que ¢l segmento E.

*® Para estas construcciones de lineas tendentes, ¢f. en vol. I, Introduccién,
pags. 41 y 42 lo referente a las neilsis.
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PROPOSICION 6

Dado un circulo y en el circulo una cuerda menor que el
didmetro, es posible trazar desde el centro del circulo hasta su
circunferencia una recta que corte a la cuerda dada en el circu-
lo de manera que la recta tomada entre la circunferencia y la
cuerda dada en el circulo guarde la razon que se indique con la
recta que une el extremo de la incidente®' —el extremo que estd
en la circunferencia— con un extremo de la cuerda dada en el
circulo, si la razon dada es menor que la que guarda la mitad
de la cuerda dada en el circulo con la perpendicular trazada
hasta ella desde el centro™.

Dese el circulo ABI' y su centro K y sea dada en él una cuer-
da I"'A menor que el didmetro y la razén que guarda Z con H,
menor que la que guarda I'©
con K® vy, siendo perpendi-
cular K@%, triacese desde el
centro KN paralela a AT, y
["A perpendicular a KI'.

Y los tridngulos I'GK,
KA son semejantes [Elem. 1
29]. Entonces I'G es a OK co-
mo KI'alA [Elem.V14], Por
tanto, Z guarda con H una ra-
z6n menor que KI' con I'A. Guarde KI' con una recta mayor

3 «La incidente» se refiere a «la recta que se ha de trazar desde el centro
hasta la circunferencia cortando a la cuerda dada en el cfrculo».

# El problema pretende, dado un circulo ABI con centro en K y una cuer-
da AT cuyo punto medio sea ©, la construccién de una recta KB que corte en
B a la circunferencia y en E a la cuerda AT de tal modo que se cumpla que
BE: BT :: Z: H. Tal y como se expresa Arquimedes, el problema no admite una
solucién general, sino que requiere un diorismo: para que se pueda llevar a
cabo la construccidn es menester que Z 1 H < A® : KO.

3 «Perpendicular a A, se entiende.
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que T'A la razén que guarda Z con H [Elem. V 10]. Gudrdela
con BN, y entre la circunferencia y la recta péngase BN pasando
por I' —es posible que la corte asi—. Y caerd fuera, puesto que
es mayor que I'A. Puesto que KB guarda con BN la misma ra-
z6n que Z con H, también EB guardaré con BI" la misma razén
que Z con H {Elem. V1 2],

PROPOSICION 7

Con los mismos datos y prolongada la cuerda en el circulo,
es posible trazar desde el centro hasta la cuerda prolongada
una recta de manera que la {parte de la) recta {que queda)
entre la circunferencia y la prolongacion® guarde la razon que
se indique con la que une el extremo de la recta cortada dentro
{del circulo) con el extremo de la prolongacion, si la razén
dada es mayor que la que guarda la mitad de la cuerda dada
en el circulo con la perpendicular trazada desde el centro has-
ta ella®,

A 'y z Sean los mismos datos y sea
prolongada la linea en el circu-
lo y sea la razén dada la que

K N A guarda Z con H, mayor que la
que guarda ['® con OK.
Entonces también serd ma-
Fe yor que la que guarda KT con
z T'A. Y la razén que guarde Z

* Entiéndase: «entre la circunferencia y el extremo exterior de la prolonga-
cion de la cuerda».

* Con la misma restriccidn que en la proposicién anterior y partiendo de la
misma construccién —dada la razén Z : H y dado un circulo ABI” con centro
en K y una cuerda AT" cuyo punto medio sea ©@— plantea ahora el siguiente
problema: una vez prolongada la cuerda como ATE, trazar una recta KE, que
corte a la circunferencia en I, de tal modo que se cumplaque EI : T1:: Z : H.
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con H serd la que guarde KI” con una recta menor que I'A [Elem.
V 10]. Gudrdela con IN tendente a I' —es posible cortarla asi—.
Y caeré por dentro de I'A, puesto que es menor que ['A. Enton-
ces, puesto que KI" guarda con IN la misma razén que Z con H,
también EI guardar4 con IT la misma razén que Z con H*.

PROPOSICION 8

Dado un circulo y en el circuio una cuerda menor que un
didmetro y otra linea tangente al circulo en el extremo de la
dada en el circulo, es posible trazar desde el centro del circulo
una recta hasta la cuerda de manera que la (parte) tomada de
ella® entre la circunferencia del circulo y la cuerda dada en el
circulo guarde con la {parte) tomada de la tangente la razon
que se indique, si la razon fuera menor que la que guarda la
mitad de la dada en el circulo con la perpendicular trazada
hasta ella desde el centro del circulo®,

Sea ABT'A el circulo dado, y dese en el circulo unarectaI’'A
menor que el didmetro, y sea ZA tangente al circulo en el punto
I', y sea la razén que guarda Z con H menor que la que guarda
'@ con ®K. Serd también menor que laque guarda 'K conTA,
si se traza KA paralela a ®T', Guarde KT con I'E la misma razén
que Z con H. Y ZT es mayor que I'A [Elem. V 10]. Tricese por
KAE una circunferencia de circulo.

% Heiberg lo justifica haciendo notar que los trifngulos I'lE, KIN son se-
mejantes, por lo que KI: IN : EL: IT', y KI, KT son iguales.

% Es decir, «de la recta que se pretende trazar»,

% Con la misma restriccién que en las proposiciones 6 y 7 y partiendo de
nuevo de la construccion de la proposicién 6 —dada la razén Z : H y dado un
circulo ABI con centro en K y una cuerda AT cuyo punto medio sea &—y una
vez trazada EA tangente al circulo en el punto I', construir una recta KN que
corte a la cuerda en el punto E, al circulo en el punto B y a l1a tangente en ¢l
punto 1, de tal modo que se cumplaque BE:II":: Z: H.
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Puestoque ET es mayor que I'A y que KT, EA son perpendicu-
lares entre si, cabe que pongamos otra linea IN igual a MI” tendente
a K. Entonces el rectangulo comprendido por ZIA guarda con el

comprendido por KE, IA la

4 misma razén que larecta 2
£ con la KE y el rectdngulo
comprendido por KIN guar-
da con el comprendido por
KI, I'A la misma razén que

4S—5 j;, IN con T'A. De manera que
también IN es a T'A como

>1 ZI a KE. De manera que

4 z también TMesaTAyZET a

7 KI'yaKBcomo ZlesaKE

y la restante IT" guarda con
BE la misma razén que ZT'
conI'K'y que H con Z. Por tanto, KN incide en la tangente y la rec-
ta BE —1a que est4 entre la circunferencia y la recta— guarda con
la tomada de la tangente la misma razén que Z con H.

Proposicion 9

Con los mismos datos y una vez prolongada la cuerda dada
en el circulo, es posible trazar una recta desde el centro del
circulo hasta la cuerda prolongada, de manera que la (parte)
que queda entre la circunferencia y la prolongacion®™ guarde la
razon indicada con la tomada de la tangente hasta el punto de
contacto, si la razon dada es mayor que la que guarda la mitad
de la cuerda dada en el circulo con la perpendicular trazada
hasta ella desde el centro®,

¥ Entiéndase: «entre la circunferencia y el extremo exterior de la prolonga-
cibn».
“ Siempre con la restriccién expresada en 1a proposicién 6 y con la misma
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Sea ABT'A un circulo dado y en el circulo tricese una cuer-
da TA menor que el didmetro, y sea ZT tangente al circulo en
¢l punto I' vy sea la razén
que guarda Z con H ma- M
yor que la que guardaT'®
con OK. ;

Y serd mayor que la
que guarda KI' con T'A,
Guarde KI' con TZ 1la
misma razén que Z con H A
—pues ésta es menor que V
A—. Trécese de nuevo z
un circulo por los puntos "'—zt;'*_—'*
=, K, A Puestoque ET es
menor que T'A [Elem. V ;

10] y KM, ET son perpendiculares entre s, es posible disponer
una recta IN igual aI'M y tendente a K. Puesto que el rectdngulo
comprendido por ZIA es al comprendido por Al, KE como la
recta EI a la KE, mientras que ¢l comprendido por KIN es igual
al comprendido por EIA [Elem. 11l 35] y el comprendido por
KI, TA es igual al comprendido por Al, KE —porque KE es a
IK como AT es a Al—, entonces EI es a KE como el rectdngulo
comprendido por KIN es al comprendido por KI, ' A —es decir,
como NI aT'A; es decir, como I'M aI’A—. Y por otro lado, tam-
biénTM esaT A como ET aKTI' {Elem. 111 35] —estoes,a KB—.
Por tanto, Z1 es a KE como ZI" a KB, y la restante IT" es a la res-
tante BE como EI" a TK. Y la razén que guarda ZI con I'K es
la que guarda H con Z. Y KE incide en la recta prolongada, y la
recta BE —entre la prolongada y la circunferencia— guarda

e

construccién ~—dada la razén Z : H y un circulo ABT con centro en K y una
cuerda AT con punto medio en ©- y una vez prolongada la cuerda y trazada
ZA, tangente al circulo en el punto T, trazar desde el centro una recta que corte
al circulo en B, a la prolongacién de la cuerda en E y a la tangente en 1 de ma-
nerague BE:TT:Z:H.
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con I'l —la (parte) tomada de la tangente— la misma razén que

ZconH.

Proposicion 10

Si se dispone sucesivamente un niimero cualquiera de ii-

neas que se excedan unas a otras en lo mismo y el exceso es
igual a la menor, y se disponen otras lineas iguales q ellas en
niimero y cada una igual en magnitud a la mayor, y a los cua-
drados construidos sobre las que son iguales a la mayor se les
afiade el cuadrado construido sobre la mayor y el rectdngulo
comprendido por la menor y una recta igual a la suma de todas
las que se exceden entre si en lo mismo serd el triple de la suma
de todos los cuadrados construidos sobre las que se exceden
entre si en lo mismo.

Sean A, B, T, A, E, Z, H, ® un nimero cualquiera de rectas
dispuestas sucesivamente que se exceden entre si en lo mismo,
y sea @ igual al exceso y afiddase a B unarectaliguala®,al’
afiddase K igual a H, a A afiddase A igual a Z, a E anddase M
igual a E, a Z afiddase N igual a A, a H afiddase Zigualal,a ®

afiddase O igual a B. Las rectas re-
Tel T T T T T T sultantes serén igualesentre si y a
T la mayor.
M Asi pues, se ha de demostrar
= que si a los cuadrados construidos
sobre todas las rectas A y las li-
4 neas resultantes se les afiaden el
E 1 cuadrado de lado A y el rectdngu-
g! 1 lo comprendido por ® y la recta
L @_h igual a la suma de todas las rectas
‘ A,B,T,AE, Z,H, 0, serael triple
de 1a suma de todos los cuadrados construidos sobre A, B, T, A,
E,Z, H 0.
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El cuadrado de lado Bl es igual a la suma de los cuadrados
de lado I, B mds dos rectingulos comprendidos por B, I; el
cuadrado de lado KT es igual a la suma de los cuadrados de lado
K, I mds dos rectdngulos comprendidos por K, I'; e igualmente
los cuadrados construidos sobre las otras rectas iguales a A son
iguales a la suma de los cuadrados construidos sobre sus seg-
mentos méas dos rectdngulos comprendidos por sus segmentos.
Por consiguiente, si a los cuadrados construidos sobre A, B, I,
A,E,Z,H, @y alos cuadrados construidos sobre I, K, A, M, N,
Z, O se les afiade el cuadrado construido sobre A son el doble
de los cuadrados construidos sobre A, B,I', A, E,Z, H, ©.

Queda demostrar que si al doble de los rectdngulos com-
prendidos por los segmentos {que forman) cada linea de las
iguales a A se les afiade el rectdngulo comprendido por @ y una
recta igual a (la suma de) todas las A, B, T, A, E, Z, H, 0, (la
suma) es igual a los cuadrados construidos sobre A, B, T, A, E,
Z,H,9.

Puesto que los dos rectdngulos comprendidos por B, I son
iguales a los dos comprendidos por B, ©, y los dos comprendi-
dos por K, I son iguales al comprendido por @ y el cuddruple de
[' —por ser K el doble de &—, y los dos comprendidos por A, A
son iguales al comprendido por @ y el séxtuple de A —por ser
A el triple de ®—, e igualmente el doble de los otros rectdngu-
los comprendidos por los segmentos* son iguales al rectdngulo
comprendido por © y una recta miiltiplo de la recta siguiente,
constantemente, segiin la serie de niimeros pares, entonces, si se
afiade a la suma de todos los cuadrados el rectdngulo compren-
dido por © y unarecta igual a {la suma de) todas las A, B, T, A,
E, Z, H, ©, serd igual al rectangulo comprendido por & y una
rectaigual a lasumade todas: A y el triple de B y el quintuple de
I' y, constantemente, ¢l miltiplo de la linea siguiente segtin la
serie de los nimeros impares. Y 1a suma de los cuadrados de A,
B, T, A, E, Z, H, © es igual al rectédngulo comprendido por esas

4! Entiéndase «por los segmentos que componen cada una de las rectas».
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mismas lineas, pues el cuadrado de lado A es igual al rectdngulo
comprendido por ® y unarectaigual ala suma de A mas la suma
de todas las restantes cada una de las cuales es igual a A —por-
que ® mide a A el mismo niimero de veces que A a la sumade
las que son iguales a ella mis A—. De modo que el cuadrado
de lado A es igual al rectdngulo comprendido por & y por una
rectaigual a A méseldoblede B,I', A, E, Z, H, ®. Pues la suma
de todas las rectas iguales a A excepto Aeseldoblede B, T, A,
E, Z, H, ©. Y de manera semejante el cuadrado de lado B es
igual al rectdngulo comprendido por ® y por unarectaiguala B
miéseldobledeI', A, E, Z, H, ®; v, de nuevo, el cuadrado de lado
I' es igual al rectdngulo comprendido por una recta igual a I’
mds el doble de A, E, Z, H, @; y de manera semejante también
los cuadrados que tienen por lado las otras rectas son iguales a
los rectdngulos comprendidos por @ y unarectaigual a ella mis-
ma més el doble de las restantes.

Es evidente, por tanto, que la suma de los cuadrados cons-
truidos sobre todas ellas son iguales al rectdngulo comprendido
por ® y por una recta igual a lasuma de A médsel triplede B y
el quintuple de I y el miltiplo correspondiente de la siguiente
{recta) segiin la serie de los nimeros impares.

COROLARIO

A partir de esto estd claro que la suma de todos los cuadra-
dos construidos sobre las que son iguales a la mayor son meno-
res que ¢l triple de los cuadrados construidos sobre las rectas
que se exceden entre s{ en lo mismo —puesto que afiadiendo
ciertas dreas es el triple— pero mayores que el triple de (la
suma de) los {cuadrados} de las restantes salvo el que tiene por
lado la mayor, puesto que los cuadrados afiadidos son menores
que el triple del cuadrado constraido sobre la mayor.

Asfi pues, si se construyen figuras semejantes sobre todas las
rectas —sobre las que se exceden entre si en lo mismo y las que
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soniguales a la mayor— las figuras construidas sobre las que son
iguales a la mayor serdn menores que el triple de las figuras
construidas sobre las que se exceden entre si en lo mismo, pero
mayores que el triple de las restantes salvo la figura construida
sobre la mayor. Pues las figuras semejantes guardar4n la misma
razon que los cuadrados [Elem. V1 20].

PrOPOSICION 11

Si se ponen en serie lineas en un niimero cualquiera que se
excedan entre si en lo mismo, y se ponen otras lineas en niimero
menor en uno que las que se exceden entre si en lo mismo y cada
una igual en magnitud a la mayor, {la suma de) los cuadrados
construidos sobre las que son iguales a la mayor guardard con
{la suma de) los cuadrados de las que se exceden entre si en lo
mismo menos (el cuadrado de) la menor una razén menor que
la que guarda el cuadrado construido sobre la mayor con (la fi-
gura)igual a la suma del rectangulo comprendido por la mayor
v la menor mds la tercera parte del cuadrado construido sobre
¢l exceso en que excede la mayor a la menor, pero (una razon)
mayor que esa misma razon con {la suma de) los cuadrados
construidos sobre las rectas que se exceden entre si en lo mismo
cxcepto el cuadrado construido sobre la mayor.

Sean rectas enun nimerocualquie- 4 _O II_P_X T_T_
ra que se excedan entre si en lo mismo
dispuestas en serie: AB que excede a Iy
A, TAaEZ EZ2aHO®,HOalK,IKa Ey
AM, AM a NE; afiddase a TA 1a recta Hi
'O, igual a un exceso; a EZ, la rec- Il
ta EI1, igual a dos excesos; a H®, la
recta HP, igual a tres excesos; y de la
misma manera a las otras. Las resultan- 27 X7%:2:D16
tes serdn iguales entre si y alamayor. Bigizle!xlm!
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Se ha de demostrar que la suma de los cuadrados construi-
dos sobre todas las resultantes guardan con la suma de todos los
cuadrados construidos sobre todas las que se exceden entre si
en lo mismo excepto el cuadrado construido sobre NZ una ra-

z6n menor que la que guarda el cuadrado de lado AB con un ‘

4rea igual a la suma del rectdngulo comprendido por AB, NE
miés la tercera parte del cuadrado de lado NY, pero una razén
mayor que esa misma razén con los cuadrados construidos so-
bre esas mismas rectas excepto el cuadrado de lado AB.

De cada una de las rectas que se exceden entre sf en Jo mis-

mo témese una recta igual al exceso. La razén que guarda el
cuadrado de lado AB con la suma del rectdngulo comprendido
por AB, ®B mis la tercera parte del cuadrado de lado AQ, ésa
es la razén que guarda el cuadrado de lado OA con {la su-
ma del) rectdngulo comprendido por OA, AX mis la tercera
parte del cuadrado de lado XO y* el cuadrado de lado ITZ con
el rectdngulo comprendido por [1Z, ¥Z m4s la tercera parte del
cuadrado de lado WII y* los cuadrados construidos sobre las
otras rectas con las 4reas tomadas de manera semejante. Y la
suma de los cuadrados construidos sobre todas las rectas OA,
I1Z, P®, ZK, TM, Y E guardarén con la suma de todos los rec-
téngulos comprendidos por NE y todas las rectas iguales a las
lineas indicadas més las {respectivas) terceras partes de los cua-
drados de lado OX, IT¥, PQ), £%, TG, YN la misma razén que
el cuadrado de lado AB con la suma del rectdngulo comprendi-
do por AB, ®B mis la tercera parte del cuadrado de lado @A
[Elem.V 12].

Si se demuestra que el rectingulo comprendido por NE y
una recta igual a (la suma de) OA, I1Z, PO, 2K, TM, YE mis la
tercera parte de los cuadrados construidos sobre OX, IT¥, PQ,
¥, TS, YN, es menor que (la suma de) los cuadrados construi-
dos sobre AB, TA, EZ, HO, IK, AM, pero mayor que {la suma

42 Entiéndase «y esa misma razén es la que guarda».
43 Entiéndase «y la misma que guardan también».
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de) los cuadrados construidos sobre I'A, EZ, HO, IK, AM, NE,
se habré demostrado lo propuesto [Elem. V 8].

En efecto, el rectdngulo comprendido por NZ y una recta
igual a la suma de OA, I1Z, PO, ZK, TM, TE m4s la tercera
parte de los cuadrados construidos sobre OX, IT¥, PQ, £9, TG,
I'N es igual a (la suma de) los cuadrados construidos sobre XA,
YZ, Q0, DK, GM, NE més el rectdngulo comprendido por N=
y una recta igual a (la suma de) OX, IT¥, PQ, 9, TG, YN mds
la tercera parte de los cuadrados construidos sobre OX, I1Y¥,
PQ, %, TG, YN, mientras que {la suma de) los cuadrados cons-
truidos sobre AB, I'A, EZ, HO®, IK, AM es igual a (la suma de)
los cuadrados construidos sobre B®, XA, ¥Z, Q8, DK, CM
mds los cuadrados construidos sobre A®, T'X, E¥Y, HQ, 17, AG
mas el rectdngulo comprendido por BO y el doble de lasuma de
AD, X, EY, HQ, ID, AG [Elem. 11 4].

Los cuadrados construidos sobre cada una de las rectas
iguales a NE son comunes, mientras que el rectdngulo com-
prendido por NE y una recta igual a la suma de OX, IT¥, QP,
»%.6T, YN es menor que el comprendido por B® y una recta
doble de la suma de A®, I'X, EY, HQ, I3, AG por ser las lineas
recién mencionadas iguales a 'O, EIN, PH, IZ, AT, N pero
mayores que las restantes, mientras que los cuadrados construi-
dos sobre las rectas AD, I'X, EW, H, 1D, AG son mayores que
la tercera parte de los cuadrados construidos sobre OX, IT¥,
PQ, L%, TS, YN —pues esto se ha demostrado en las proposi-
ciones anteriores {Prop. 10, corol.}—. Luego las 4reas mencio-
nadas son menores que los cuadrados construidos sobre AB,
I'A, EZ, HO, IK, AM.

Y demostraremos 1o restante, que es mayor* que los cua-
drados construidos sobre I'A, EZ, HO, IK, AM, NE.

4 Ha de sobreentenderse como sujeto «el rectdngulo comprendido por NE
y una recta igual a (la suma de) OA, I1Z, P@, TK, TM, YE mds la tercera parte
de los cuadrados construidos sobre OX, I1¥, PQ, £®, TG, TN», como se indica
en 40, 7.
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34 ARQUIMEDES

De nuevo, los cuadrados construidos sobre 'A, EZ, H®, IK,
AM, NE son jguales a (la suma de) los cuadrados construidos
sobre XT', E¥, HQ, I, AG més los construidos sobre XA, ¥Z,
Q0O, DK, GM, NE mis el rectdngulo comprendido por NZ y el
doble de la suma de todas las rectas ' X, E¥, HQ, 1%, AG[Elem.
IT 4] y los cuadrados construidos sobre XA, ¥Z, Q®, DK, MG,
NE son comunes, y el rectdngulo comprendido por NZ y por
una recta igual a (la suma de) todas las rectas OX, IT¥, PQ, 9,
TG, YN es mayor que el rectdngulo comprendido por N2 y el
doble de (la suma de) todas las rectas T'X, E¥, HQ, I9, AG. Y,
por otro lado, también (la suma de) los cuadrados construidos
sobre XO, WII, QP, DX, GT, YN es mayor que el triple de los
cuadrados construidos sobre I'X, E¥, HQ, I, AG, pues esto
también se ha demostrado [Prop. 10, corol.].

Luego las dreas mencionadas son mayores que los cuadra-
dos construidos sobre I'A, EZ, HO, IK, AM, NZ.

COROLARIO

Y, por consiguiente, si se construyen figuras semejantes so-
bre todas las rectas —las que se exceden entre si en lo mismo y
las que son iguales a la mayor— (la suma de) todas las construi-
das sobre las que son iguales a la mayor guardara con (la suma
de) las construidas sobre las que se exceden entre si en 1o mis-
mo salvo la figura construida sobre la menor una raz6n menor
que el cuadrado construido sobre la mayor con un 4rea igual a
la suma del rectdngulo comprendido por la mayor y (la suma
de) la menor més la tercera parte de la figura construida sobre el
exceso en que la mayor excede a la menor, pero una razén ma-
yor que ésa con las figuras construidas sobre esas mismas rectas
salvo la (construida) sobre la mayor. Pues las figuras semejan-
tes guardardn la misma razén que los cuadrados.

SOBRE LAS LINEAS ESPIRALES 35

DEFINICIONES

1. Si se traza una linea recta en un plano y, permaneciendo
fijo uno de sus extremos y haciéndola girar un nimero cual-
quiera de veces, vuelve de nuevo a la posicién de la que parti6
y. al mismo tiempo que se hace girar 1a linea, se desplaza por la
recta un punto a velocidad uniforme partiendo del extremo fijo,
¢l punto describir4 una espiral en el plano.

2. Lldmese principio de la espiral al extremo de 1a recta que
permanece fijo mientras ésta se desplaza.

3.Y principio del giro a la posici6n de la linea en la que la
recta empezé a girar.

4. Lldmese recta primera a la que recorre en el primer giro
¢l punto que se desplaza por la recta, y segunda a la que recorre
¢l mismo punto en el segundo giro y, de manera semejante, 114-
mese a las otras con nombres hom6nimos de esos giros.

5. Lldmese érea primera a la comprendida por la espiral des-
crita en su primer giro y la recta primera, y drea segunda a la
comprendida por la espiral descrita en su segundo giro y la rec-
ta segunda, y lldmese asi sucesivamente a las demds.

6. Y si desde el punto que es principio de la espiral se traza
una linea recta, lldmese lo de delante de esta recta a lo que estd
hacia el lado hacia el que se produce el giro, y lo de detrés a lo
que estd hacia el otro lado.

7. Llamese circulo primero al trazado con centro en el punto
que es principio de la espiral y con la recta primera por radio;
circulo segundo al trazado con el mismo centro y con el doble
de esa recta por radio, y los demés sucesivos a éstos, de la mis-
ma manera.

PROPOSICION 12

Si a la espiral descrita en un giro cualquiera la cortan un
nimero cualquiera de rectas que parten del principio de la es-
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36 ARQUIMEDES

piral y forman unas con otras dngulos iguales, se excederdn
entre si en lo mismo.

Seauna espiral en la que inciden
AB, AT, AA, AE, AZ, que forman
unas con otras dngulos iguales.

Se ha de demostrar que AT ex-
cede a AB en lo mismo que AA a
ATy lo mismo las otras.

El tiempo en que la recta des-
plazada en sentido circular llega desde AB hasta AT es el mismo
que el tiempo en que, al desplazarse el punto que estd en larecta,
recorre el exceso en que I'A excede a AB, mientras que el tiem-
po en que se desplaza desde AT hasta AA es el mismo que aquél
en que recorre el exceso en que AA excede a AI'.'Y la linea que
se desplaza circularmente recorre en el mismo tiempo desde AB
hasta AT" que desde AT hasta AA, puesto que los dngulos son
iguales. Por tanto, el punto que se desplaza por la recta recorre
en el mismo tiempo el exceso en que I'A excede a AB que el ex-
ceso en que AA excede a AT, Por tanto AT excede a AB en lo
mismo que AA a AT {Prop. 1], y lo mismo las restantes.

ProOPOSICION 13
Si una recta es tangente a la espiral, lo serd en un solo punio.

Sea una espiral en la que estén los puntos A, B, I', A, y sea
el principio de la espiral el punto A y sea AA el principio del
giro y sea tangente a la espiral una recta ZE.

Digo que le serd tangente en un solo punto.

Séale tangente, si es posible, en dos puntos I', H y trdcense
AT, AH y cértese por la mitad el d4ngulo comprendido por AH,
AT, y sea © el punto en que corta a la espiral la recta que corta
por la mitad al 4ngulo.

SOBRE LAS LINEAS ESPIRALES 37

Entonces AH excede a A® en lo mismo que A® a AT,
puesto que contienen respectivamente dngulos iguales [Prop.
12]. De manera que {la suma de) AH, AT es el doble de A®.
Pero es mayor® que el doble
de la recta que corta por la
mitad al dngulo en el tridn-
gulo*. Por tanto es evidente
que el punto en que la recta
AQ corta a la 'H esté entre
los puntos ®, A. Luego EZ
corta a la espiral, ya que uno
de los puntos de la linea
['®GH es interior a la espiral. Pero se habia supuesto que era
tangente. Luego EZ es tangente a la espiral en un solo punto.

PrOPOSICION 14

Si dos rectas que parten del punto que es principio de la
espiral cortan a la espiral trazada en su primer giro y son pro-
longadas hasta la circunferencia del circulo primero, las rectas
que cortan a la espiral guardardn entre s la misma razon que
los arcos de circulo que quedan entre el extremo de la espiral
vlos extremos de las rectas prolongadas que resultan en la cir-
cunferencia, tomados los arcos hacia lo de delante desde el
extremo de la espiral.

Sea ABI'AE® una espiral trazada en su primer giro, y sea el
punto A el principio de la espiral, y sea la recta ®A el principio del
giro, y sea @KH el circulo primero e incidan las rectas AE, AAen

* Como sujeto ha de sobreentenderse «la suma de AH, AT'».

* Arquimedes aplica el teorema que dice que si un dngulo de un tridngulo
¢s cortado por la mitad, la suma de los lados que lo forman es mayor que el do-
ble de la bisectriz, aungue ni Euclides ni el propio Arquimedes lo demuestran.

30
50

20



25

30
52

20

38 ARQUIMEDES

laespiral desde el punto A, y lleguen por el exterior hasta la circun-
ferencia del circulo en los puntos Z, H.

Se ha de demostrar que AE guarda con AA la misma razén
que el arco ®KZ con el arco ®KH.

Al desplazarse en circulo la linea
AQ, estd claro que el punto ® se haido
desplazando a velocidad uniforme por
la circunferencia del circulo ®KH,
mientras que el punto A que se despla-
za por larecta recorre lalinea A®; y el
punto © desplazéndose por la circun-
ferencia del circulo recorre el arco
©®KZ mientras que el punto A recorre la recta AE; y, de nuevo,
el punto A recorre la linea AA y el © el arco ®KH, al desplazar-
se cada uno a velocidad uniforme.

Est4 claro por tanto que AE guarda con AA la misma razén
que ¢l arco ®KZ con el arco ®KH* [Prop. 2].

De la misma manera se demostrard también que, si una de
las que inciden en la espiral incide en el extremo de la misma,
sucede lo mismo.

ProPOSICION 15

Si rectas que parten del principio de la espiral trazada en su
segundo giro inciden en ella, las rectas guardardn entre si la
misma razon que los arcos indicados® tomados juntamente
con® la circunferencia entera del circulo.

47 [Eso se ha demostrado aparte, en las proposiciones previas].

8 Tal y como se describian en la proposici6n 14, es decir, los arcos en sen-
tido hacia delante que van del extremo de la espiral hasta los extremos de las
rectas prolongadas donde coinciden con la circunferencia.

* Es decir, «sumados a».
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Sea una espiral en la que figuran ABI'A®, trazada en su
primer giro AB'A®, y @AEM en el segundo, e incidan en ella
las rectas AE, AA.

Se ha de demostrar que AA
guarda con AE la misma razén que
¢l arco ®KZ mas la circunferencia
cntera del circulo con el arco ®KH
mds la circunferencia entera del
circulo.

El punto A, al desplazarse por
la recta, recorre la linea AA en el
mismo tiempo que el punto @, al desplazarse por la circunfe-
rencia del circulo, recorre entera la circunferencia del circulo y
ademds el arco ®KZ; y, de nuevo, el punto A recorre larecta AE
y el punto @ la circunferencia entera del circulo y ademés ®KH,
desplazdndose cada uno a velocidad uniforme.

Estd claro por tanto que la linea AA guarda con la AE la
misma razén que el arco @KZ mds la circunferencia entera del
circulo con el arco @KH mas la circunferencia entera del circu-
lo [Prop. 2].

% % K

Del mismo modo se demostrard que, si unas rectas inciden
cn la espiral trazada en su tercer giro, guardarén entre si la mis-
ma razén que los arcos indicados tomados juntamente con el
doble de la circunferencia entera del circulo.

De manera semejante se demuestra también que las rectas
que cortan a las otras espirales guardan la misma razén que los
arcos indicados tomados juntamente con la circunferencia ente-
ra del circulo {multiplicada) tantas veces como el nimero del
giro menos una, incluso si una de las rectas que corta a la espiral
lo hace en su extremo.
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PROPOSICION 16

Siuna linea recta es rangente a la espiral trazada en su primer

giroy desde el punto de tangencia se traza una linea recta hasta el

25 punto que es principio de la espiral, los dngulos que forma la tan-

gente con la linea trazada serdn desiguales y serd obtuso el que
estd hacia lo de delante y agudo el que estd hacia lo de detrds.

56 Sea una espiral en la que figuran A, B, I', A, O, trazada en su
primer giro, y sea el punto A el principio de laespiral, y larecta |
A® el principio del giro y ®KH el circulo primero y sea una li-

s nea recta EAZ tangente a la espiral en el punto A, y desde A
hasta A trdcese AA.

Se ha de demostrar que AZ
forma con AA un dngulo obtuso.
Tréacese uncirculo ATN con
centro en A y radio AA. Por
fuerza el arco de este circulo
que mira hacia delante cae den-
tro de la espiral, mientras que
el que mira hacia lo de detrés,
fuera, porque de las rectas que
inciden en la espiral partiendo
de A, las que inciden en lo de
delante son mayores que AA,
mientras que las que inciden en lo de detrds, menores.
Que el angulo comprendido por AAZ no es agudo es evi-
25 dente, puesto que es mayor que el del semicirculo®, y que no es
recto se demuestra asi:
Pues sea, si es posible, recto.

50 Heiberg indica: «Se refiere al 4ngulo comprendido por la recta AA y el
arco APT, mayor que cualquier dngulo agudo rectilineo [¢f Elem. 111 16]; por
lo cual es evidente que este dngulo, siendo parte del AAZ, ciertamente 1o es
agudo [Elem. 1, nocién comun 8]».
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Entonces la recta EAZ es tangente al circulo ATN {Elem.
I11 16, corol.]. Y es posible trazar una recta desde A hasta la
tangente de modo que la recta que queda entre la tangente y el
arco de circunferencia guarde con el radio del circulo una razén
menor que la que guarda el arco que queda entre el punto de
tungencia y la recta incidente con el arco dado {Prop. 5]. Seala
incidente la recta AL

Esta cortar4 a la espiral en el punto A y al arco de circulo
ANT en el punto P. Y guarde la recta PI con la AP una razén
menor que la que guarda el arco AP con el arco ANT. Y enton-
ces la recta entera 1A guarda con la AP una razén menor que la
que guarda el arco PANT con el arco ANT, es decir, la que guar-
da el arco ZHK® con el arco HK®. Y la razén que guarda el
arco ZHK® con el arco HKO es la que guarda la recta AA con
la AA —pues eso se ha demostrado {Prop. 14]—; por tanto Al
guarda con AP una razén menor que AA con AA. Lo cual es
imposible, pues PA es igual a AA {Elem. V 8].

Por tanto, el 4ngulo comprendido por AAZ noes recto. Y se
habfa demostrado que tampoco es agudo. Luego es obtuso; de
manera que el restante es agudo,

De manera semejante se demostraré que también ocurrird
lo mismo si la recta tangente es tangente a la espiral en su ex-
remo.

ProPOSICION 17

Y efectivamente ocurrird lo mismo si la recta es tangente a
la espiral trazada en su segundo giro.

Sea la recta EZ tangente en el punto A a la espiral trazada
en su segundo giro, y constriiyase lo demads igual que en lo

anterior’l,

* Como en la Proposicién 16.
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De manera semejante, 1a parte de la circunferencia del circu-
lo PNA que mira hacia lo de delante caerd dentro de la espiral,
mientras que la que mira a lo de detrds, fuera. Por tanto, el 4n-
gulo comprendido por AAZ no es recto, sino obtuso.

Pero sea, si es posi-
ble, recto.

Entonces EZ serd
tangente al circulo PNA
en el punto A [Elem. 111
16, corol.]. Trcese de
nuevo Al hasta la tan-
gente, y corte a la espi-
ralenelpunto X yvala
circunferenciadel circu-
loPNAenel punto P, y
guarde PI con PA una
razén menor que la que
guarda el arco AP con la
circunferencia entera del circulo APN mds el arco ANT —pues
se ha demostrado que esto es posible [Prop. 5].

Y entonces la recta entera IA guarda con la recta entera AP
una razén menor que el arco PANT mds la circunferencia en-
tera del circulo, con el arco ANT mds la circunferencia entera
del circulo. Pero la razén que guarda el arco PANT mds la
circunferencia entera del circulo ANTP con el arco ANT més
la circunferencia entera del circulo ANTP es la misma razén
que guarda el arco ZHK® mds la circunferencia entera del
circulo ®@ZHK con el arco HK® mds la circunferencia entera
del circulo @ZHK, v la razén que guardan los arcos indicados
en 1iltimo lugar es la razén que guarda la recta XA con la rec-
ta AA —pues esto se ha demostrado [Prop. 15]. Luego 1A
guarda con AP una razén menor que AX con AA. Lo cual es
imposible®,

2 [Pues FA es igual a A4, mientras que IA es mayor que AX).

SOBRE LAS LINEAS ESPIRALES 43

Es evidente, por tanto, que el dngulo comprendido por AAZ
es obtuso. De modo que el restante es agudo,

Lo mismo sucederd también si la recta tangente es tangente
a la espiral en su extremo.

De la misma manera se demostrard también que si unarecta
es tangente a la espiral trazada en cualquier giro y lo es en su
extremo, formard dngulos desiguales con la recta trazada desde
el punto de tangencia hasta el principio de la espiral y que el
dngulo gue mira hacia lo de delante es obtuso y el que mira
hacia lo de detris es agudo.

PrOPOSICION 18

Si una linea recta es tangente a la espiral trazada en su
primer giro en el extremo de la espiral, y desde el punto que es
principio de la espiral se traza una perpendicular a la recta
principio del giro, la recta trazada cortard a la tangente, y la
recta entre la tangente y el principio de la espiral serd igual a
la circunferencia del circulo primero.

Sea ABI'A® una espiral, v sea el punto A el principio de la
espiral, y la linea ®A el principio del giro; sea ®HK el circulo
primero y sea OZ una recta tangente a la espiral en el punto ©,
y desde el punto A trécese AZ perpendicular a @A. Esta llegard
a cortar a @Z, puesto que ZO, @A contienen un angulo agudo
[Prop. 16; Elem. 1, post. 5). Cértela en el punto Z.

Se ha de demostrar que ZA es igual a la circunferencia del
circulo @KH.

Pues si no, o bien es mayor 0 es menor.

Sea primero, si es posible, mayor.

He tomado una recta AA menor que larecta ZA, pero mayor
que la circunferencia del circulo @HK [Prop. 4] y hay un circu-
lo ®HK vy en el circulo, una linea ®H menor que el didmetro, y
la razén que guarda ©A con AA es mayor que la que guarda la
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mitad de H® con la perpendicular trazada desde A hasta ella®,
por lo cual {es mayor) también que la que guarda @A con AZ.
Por tanto, es posible trazar una recta desde A hasta la prolonga-
cién de la recta AN de modo que NP —Ia {que queda) entre el
arco y la recta prolongada— guarde con @P la misma razén que
®A con AA {Prop. 7).

Por tanto, NP guardard con PA la misma razon que la recta
OP con AA. Pero ®P guarda con AA una razén menor que el
arco OP con la circunferencia del cfrculo ®HK, pues la recta ®P
es menor que el arco @P, mientras que la recta AA es mayor que
la circunferencia del circulo ®@HK. Por tanto, NP guardard con
PA una razén menor que el arco @P con la circunferencia del
circulo @HK. Y entonces la recta entera NA guarda con AP una
razén menor que el arco ®P mis la circunferencia entera del circu-
lo con la circunferencia del circulo ®HK. Y la raz6n que guarda
el arco ®P més la circunferencia entera del circulo ®HK con la
circunferencia del circulo @HK,, es la que guardalarecta XA con
A® —pues eso se ha demostrado [Prop. 15]—. Luego NA guar-
da con AP una raz6n menor que XA con A@®. Lo cual es imposi-
ble, pues NA es mayor que AX mientras que AP es igual a ®A.

Luego ZA no es mayor que la circunferencia del circulo
OHK. ‘

Sea ahora, s es posible, menor ZA que la circunferencia del
cfrculo @HK.

32 Es decir, «hasta HO».
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De nuevo he tomado una recta AA mayor que AZ pero me-
nor que la circunferencia del circulo ®HK {Prop. 4], y desde ®
trazo OM, paralela a AZ. De nuevo hay un circulo ®HK y en el
circulo, una linea @H menor que el didmetro y otra tangente al

circulo™ en el punto ® [Elem. 1II 16, corol.], y la razén que
guarda A® con AA es menor que la que guarda la mitad de H®
con la perpendicular trazada hasta ella desde A, puesto que
también es menor que la que guarda ®A con AZ. Por tanto, es
posible trazar AIl desde A hasta la tangente de manera que PN
—1la (que queda) entre la recta que hay en el circulo y el arco—
guarde con GIT —Ia recta cortada de la tangente— la misma
razén que guarda ®A con AA [Prop. 8).

La recta AIl cortar4 at circulo en P y a la espiral en X. Y,
tomando la proporcién en alternancia, NP guardard con PA la
misma razén que @I con AA. Pero OIT guarda con AA una
raz6n mayor que el arco OP con la circunferencia del circulo
OHK. Pues la recta ©I1 es mayor que el arco ®P, mientras que
la recta AA es menor que la circunferencia del circulo ®HK.
Luego I1P guarda con AP una razén mayor que el arco @P con
la circunferencia del circulo @HK. De modo que PA guarda con
AN una razén mayor que la circunferencia del circulo @HK
con el arco @KP. Y la razdén que guarda la circunferencia del
circulo @HK con el arco ®KP es la misma que la que guardala

% Larecta GM.
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recta ®A con AX —pues eso se ha demostrado [Prop. 14]—.
Luego PA guarda con AN una razén mayor que ®A con AX. Lo
cual es imposible.

Luego ZA no es mayor ni menor que la circunferencia del
circulo ®HK. Luego es igual.

PRrROPOSICION 19

Si una recta es tangente en el extremo de una espiral traza-
da en su segundo giro y desde el principio de la espiral se tra-
za una recta perpendicular a la recta principio del giro, ésta
incidird en la tangente, y la recta entre la tangente y el princi-
pio de la espiral serd el doble de la circunferencia del segundo
circulo.

Sea ABI'® una espiral trazada en su primer giro, y ©ET en
su segundo giro, y sea ®KH su cfrculo primero y TMN el se-
gundo, y sea TZ una linea tangente a la espiral en el punto T, y
tricese ZA perpendicular a TA. Esta incidird en TZ, puesto que
ya se ha demostrado que el dngulo comprendido por ATZ es
agudo [Prop. 17].

Se ha de demostrar que la recta ZA es el doble de la circun-
ferencia del cfrculo TMN,

Pues si no es el doble, es mayor que el doble o menor que el
doble.

Sea primero, si es posible, mayor que el doble, y témese una
recta AA menor que la recta ZA, pero mayor que el doble de la
circunferencia del circulo TMN [Prop. 4].

Hay un circulo TMN y en el circulo una linea dada TN me-
nor que el didmetro, y larazén que guarda TA con AA es mayor
que la que guarda la mitad de TN con la perpendicular trazada
desde A hasta ella. Por tanto es posible trazar AZ desde A hasta
la prolongacién de TN de manera que PZ —la (que queda) entre
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el arco y la prolongacién®— guarde con TP 1a misma razén que
TA con AA {Prop. 7]. Entonces AZ cortar4 al circulo en el pun-
to P y a la espiral en X. Y, tomando la proporcién en alternan-

v X z
$'e
o
2 A
A )8
x
z

cia’, PZ guardard con TA la misma raz6n que TP con AA. Pero
TP guarda con AA unarazén menor que el arco TP con el doble
de la circunferencia del cfrculo TMN, pues la recta TP es menor
que el arco TP, mientras que la recta AA es mayor que el doble
de la circunferencia del circulo TMN. Por tanto PZ guarda con
AP una raz6n menor que el arco TP con el doble de la circunfe-
rencia del cfrculo TMN. Por tanto, la recta entera £A guarda
con la AP una razén menor que el arco TP més el doble de la
mencionada circunferencia del circulo TMN con ¢l doble de
la indicada circunferencia del circulo TMN. Y la razén que
guardan estos arcos (y circunferencias) es la razén que guarda
XA con AT —pues esto se ha demostrado [Prop. 15 (54, 19)]—.
Luego AX guarda con AP una raz6n menor que XA con TA, lo
cual es imposible.

Luego la recta ZA no es mayor que el doble de la circunfe-
rencia del circulo TMN, :

De modo semejante se demostrard que tampoco €s menor
que ¢l doble. Por tanto es evidente que es el doble.

* «La prolongacién de TN», se entiende.
% Es decir, considerando que el antecedente es al antecedente como el con-
secuente al consecuente; ¢f. vol. 1, Introduccién, pig. 51.
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Por el mismo medio se ha de demostrar también que, si una
recta es tangente en el extremo de la espiral a una espiral traza-
da en cualquier giro y una recta trazada desde el principio de la
espiral perpendicular a la recta principio del giro corta a la tan-
gente, serd miltiplo de la circunferencia del circulo denomina-
do segiin el niimero del giro en el mismo nimero®.

Proposicién 20

Si una linea recta es tangente a la espiral trazada en su
primer giro, pero no en el extremo de la espiral, y se traza una
recta desde el punio de tangencia hasta el principio de la espi-
ral y con centro en el principio de la espiral y radio la recta
trazada se traza un circulo y desde el principio de la espiral se
traza una recta perpendicular a la trazada desde el punto de
tangencia hasta el principio de la espiral, ésta cortard a la tan-
gente, y la recta entre el punto de corte y el principio de la es-
piral serd igual al arco de circunferencia del circulo trazado
—el {que estd) entre el punto de tangencia y el de corte en el
que el circulo trazado corta a la recta origen de la traslacion,
tomando el arco hacia lo de delante desde el punto en la recta
principio del giro.

Sea una espiral en la que figura ABI'A, trazada en su primer
giro y sea tangente a ella la recta EZ en el punto A, y desde A
hasta el principio de la espiral tricese AA, y con centroen A y
radio AA tricese el circulo AMN, y corte éste a la recta princi-
pio del giro en el punto K y tricese ZA perpendicular a AA.

Que la cortard™ es evidente [Prop. 16]. Pero que larecta ZA
es igual al arco KMNA hay que demostrarlo.

Pues si no, o bien ¢s mayor 0 €5 menor.

- Y Cf Props. 15y 17.
*® «A la tangente EZ», se entiende.
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Sea primero, si es posible, mayor, y témese una recta AA
menor que ZA pero mayor que el arco KMNA [Prop. 4].

De nuevo, KMN es un circulo, y en el circulo hay una linea s
AN menor que el didmetro, y la razén que guarda AA con AA
es mayor que la que guardala mitad de AN con la perpendicular
trazada desde A hasta ella. Por tanto, es posible trazar AE desde

A hasta la prolongacién de NA, de manera que EP guarde con 10

AP la misma razén que AA con AA —pues s¢ ha demostrado
que esto es posible [Prop. 7].

Por tanto, EP guardard con AP la misma razén que AP'con
AA. Pero AP guarda con AA una razén menor que el arco AP

con el arco KMA, puesto que AP es menor que el arco AP mien- 15

tras que AA es mayor que el arco KMA. Por tanto la recta EP
guarda con PA una razén menor que el arco AP con el arco
KMA. De manera que también AE guarda con AP una razén

menor que ¢l arco KMP con el arco KMA. Y larazén que guar- 20

da el arco KMP con el arco KMA es la que guarda XA con AA
[Prop. 14]. Por tanto EA guarda con AP una razén menor que
AX con AA. Lo cual es imposible.

Luego ZA no es mayor que el arco KMA. Y de la misma 25

manera que en las proposiciones anteriores se demostrard que
tampoco es menor. Luego es igual.

Por el mismo medio se demostrard también que, si unarecta
es tangente a una espiral trazada en su segundo giro, pero no en

el extremo de la espiral, y se construye lo demas igual®, larec- 30

¥ «Igual que en esta misma proposicién», se entiende,
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ta entre el punto de corte con la tangente y el principio de la
espiral es igual a la circunferencia entera del circulo trazado
més el arco entre los puntos indicados, tomado el arco de la
misma manera. '

Y que si una recta es tangente a una espiral trazada en cual-
quiera de sus giros, pero no en el extremo de la espiral, y se cons-
truye lo demds igual, la recta entre los puntos indicados es multi-
plo, en un mimero menos que el que indican los giros, de la
circunferencia del circulo trazado, e igual {a esto) mds el (arco)
tomado de modo semejante entre los puntos indicados®.

PROPOSICION 21

Si se toma el drea comprendida por la espiral trazada en su
primer giro y la recta primera {tomada) en la que es principio
del giro, es posible circunscribir a esa drea una figura plana e
instribir otra, compuestas de sectores semejantes, de modo que
la figura circunscrita sea mayor que la inscrita en un drea me-
nor que cualquier drea propuesta.

Sea una espiral, en la que figura ABI'A, trazada en su primer
giro y sea el punto © el principio de la espiral y ©A la recta
principio del giro y ZHIA el circulo primero y AH, ZI didme-
tros de éste, perpendiculares entre si. Una vez cortado repetida-
mente por la mitad el dngulo recto y el sector que comprende el
angulo recto, lo que quede del sector serd menor que el drea
propuesta [Elem. X 1]. Resulte el sector A@K menor que el
drea propuesta. Cortense los cuatro dngulos rectos en dngulos
iguales al comprendido por A®, OK, y tricense hasta la espiral
las rectas que forman los dngulos. Sea A el punto en el que K
corta a la espiral, y con centro en @y radio @A tracese un circu-
fo. La parte de su circunferencia que estd hacia lo de delante

© Cf props. 15y 17.
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caerd dentro de la espiral, y la que estd hacia lo de detrés, fuera.
Trdcese el arco hasta donde corte a @AS' y hasta la recta que
corta a la espiral después de
OK. Y, de nuevo, sea N el
punto en que ®M corta a la
espiral, y con centro en & y
radio ON tricese un circulo
hasta que el arco del cfrculo
corte a ®K y a la recta que
corta a la espiral a continua-
cién de ®M vy, de manera se-
mejante, por todos los otros
puntos en que las rectas que
forman los 4dngulos iguales
cortan a la espiral trdcense circulos® con centro en © hasta que
cada arco corte a la recta precedente y a la siguiente. En torno
al drea tomada habr4, entonces, una figura circunscrita com-
puesta de sectores iguales y otra inscrita.

Se demostrard que la figura circunscrita es mayor que la
inscrita en un drea menor que la propuesta.

Pues el sector ®AO es igual al OMA, y el ONII igual al
ONP, y el @XX¥ igual al ®XT, y cada uno de los demds sectores
que hay en la figura inscrita es igual al sector de Ia figura cir-
cunscrita con el que tiene un lado comtin. Es evidente, por tan-
to, que todos y cada uno de los sectores son iguales a todos y
cada uno. Por tanto, la figura inscrita en el 4rea es igual a la fi-
gura circunscrita al drea salvo el sector ®AK, pues éste es el
tunico de los de la figura circunscrita que no ha sido tomado.

Es evidente por tanto que la figura circunscrita es mayor
que la inscrita en el sector AK®, que es menor que €l 4rea pro-
puesta.

Z

St {En el punto O, el arco OM].
5 Gr. kykloi; en realidad se refiere a «arcos de circunferencia» (¢f. fi-
gura).
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COROLARIO

10 A partir de esto es evidente que es posible trazar como se ha
dicho una figura en torno al drea indicada de manera que la fi-
gura circunscrita sea mayor que {tal) 4rea en menos que cual-
quier drea propuesta v, a la vez, inscribir (una figura) de modo
que, de manera semejante, el 4rea sea mayor que la figura ins-

15 crita en menos que cualquier area propuesta.

ProPOSICION 22

Si se toma el drea comprendida por la espiral trazada en su

segundo giro y, en la recta que es principio del giro, la recta

20 segunda, es posible circunscribir a ella una figura plana com-

puesta de sectores semejantes, e inscribir otra de modo que la

figura circunscrita sea mayor que la inscrita en menos que
cualquier drea propuesta.

Sea una espiral, en la que figura ABT'AE, trazada en su se-
25 gundo giro y sea el punto © el principio de la espiral y A® la
recta principio del giro v, en
la recta principio del giro, sea
EA la recta segunda, y sea
AZH: el circulo segundo y
AT'H, ZI didmetros del mis-
mo, mutuamente perpendicu-
lares.

Una vez cortado de nuevo
por la mitad el 4ngulo recto y
el sector que comprende el
dngulo recto, el drea restante
serd menor que la propuesta
[Elem. X 1].Y resulte el sector ®KA menor que el drea pro-
puesta. Una vez divididos los dngulos rectos en dngulos iguales
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al comprendido por KOA y construido lo demas del mismo
modo que en lo anterior [Prop. 21], la figura circunscrita serd
mayor que la figura inscrita en menos que el sector OKA, pues
serd mayor que el exceso en que el sector ©KA excede al sec-
tor @EP.

COROLARIO

Estd claro, por consiguiente, que es posible tanto que la fi-
gura circunscrita sea mayor que el drea tomada en menos que el
drea propuesta como que, a la inversa, el drea tomada sea mayor
que la figura inscrita en menos que cualquier drea propuesta.

Por el mismo medio, estd claro que si se toma el drea com-
prendida por la espiral trazada en cualquiera de sus giros y la
recta {tomada en la que es) principio de la traslacién denomina-
da segiin ese mismo niimero, es posible circunscribirle una fi-
gura plana como se ha indicado, de manera que la figura cir-
cunscrita sea mayor que el drea tomada en menos que cualquier
drea propuesta y, a la vez, inscribir {otra) de manera que el drea
tomada sea mayor que la figura inscrita en menos que cualquier
drea propuesta.

ProPOSICION 23

Si se toma el drea comprendida por una espiral menor que
la trazada en su primer giro —que no tenga por extreno el
origen de la espiral— y por las rectas trazadas desde los extre-
mos de la espiral, es posible circunscribir a {tal) drea una figu-
ra plana compuesta de sectores semejantes e inscribir otra, de
manera que la figura circunscrita sea mayor que la inscrita en
menos que cualquier drea propuesta.
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Sea una espiral en la que figura ABTAE, y sean sus extre-
mos A, E, y sea O el origen de la espiral, y tricense AQ, OF.
Trécese un circulo con centro en O y radio @A, y corte a OF
en Z, Cortando por la mitad repetidamente el dngulo de vértice
en O y el sector ®AZ, el drea restante serd menor que la pro-
puesta. Sea el sector @AK menor que el drea propuesta.

Del mismo modo que en las
demostraciones anteriores, tré-
cense circulos que pasen por los
puntos en los que las rectas que
forman los 4dngulos iguales de
vértice en @ cortan a la espiral,
de manera que cada uno de los ar-
cos corte a la recta anterior y a la
siguiente. Habr4 una figura plana
circunscrita al drea comprendida
por la espiral ABI'AE y las rectas A®, OF, compuesta de secto-
res semejantes, y otra circunscrita, y 1a circunscrita excede a la
inscrita en un drea menor que el 4rea propuesta. Pues el sec-
tor @AK es menor.

COROLARIO

A partir de esto, estd claro que es posible circunscribir al
drea dicha una figura plana como se ha indicado, de manera que
la figura circunscrita sea mayor que el 4rea® en un 4rea menor
que cualquier drea propuesta y, a la vez, inscribir {otra} de ma-
nera que el 4rea indicada sea mayor que la figura inscrita en
menos que cualquier drea propuesta.

8 «De la espiral», se entiende.
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PrOPOSICION 24

El drea comprendida por la espiral trazada en su primer
giro y por la recta primera {tomada) en la recta principio del
giro es la tercera parte del circulo primero®.

Sea una espiral en la que figura ABIAE®, trazada en su
primer giro, y sea el punto ® el origen de la espiral, ®A larecta
primera {tomada) en la recta principio del giro y AKZHI el
circulo primero, y sea el circulo en el que figura § la tercera
parte de éste.

Se ha de demostrar que el 4rea propuesta es igual al cfrculo G.

Pues si no, o bien es mayor 0 menor.

Sea primero, si es posible, menor.

Entonces, es posible circunscribir una figura plana com-
puesta de sectores semejantes al drea comprendida por la espi-
ral ABI'AE® y larecta ©®A de manera que la figura circunscrita
sea mayor que el 4rea en menos que el exceso en que excede el
circulo G al 4drea indicada [Prop. 21, corol.]. Circunscribase, y
sea ®AK el mayor de los sectores que componen la figura indi-
caday @EO el menor.

Es evidente, por tanto, que la figura circunscrita es menor
que el circulo G [por hip6t.]. Prolénguense las rectas que for-
man los dngulos iguales con vértice en © hasta que incidan en
la circunferencia del circulo.

Hay unas lineas que desde ® inciden en la espiral y que se
exceden entre si en lo mismo, de las cuales la mayores @Ay la
menor OF, y la menor es igual al exceso. Y hay otras lineas que
desde @ inciden en la circunferencia del circulo, iguales en mi-
mero a aquéllas e igual cada una en magnitud a la mayor, y a
partir de todas ellas se han construido sectores semejantes, tan-
to a partir de las que se exceden entre sf en lo mismo como a

% En la carta que precede al tratado figura otro enunciado; Papo ofrece
también una demostraci6n de este aserto en Collectio Mathematica IV 34,
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partir de las que son iguales entre si y a la mayor. Luego (la
suma de) los sectores construidos sobre las que son iguales a
1a mayor es menor que el triple de los sectores construidos so-
bre las que se exceden entre sf en lo mismo —pues esto se ha
demostrado [Prop. 10, corol.]—.Y (la suma de) los sectores
construidos sobre las que son iguales entre si y a la mayor es
igual al circulo AZHI, mien-

z tras que (la suma de) los secto-

res construidos sobre las que

al se exceden entre sf en lo mis-

mo es igual a la figura circuns-

X eN‘@ 4  crita. Portanto, el circulo AZHI

es menor que el triple de la fi-
gura circunscrita; pero era el
triple del circulo G. Luego el cir-
culo G seria menor que la figu-
7 ra circunscrita; pero no lo es,
$ino que es mayor.

Luego ¢l drea comprendi-
da por la espiral AB[TAE® yla
recta A® no es menor que el
dreaG,

Y tampoco es mayor.

Pues sea, si es posible, mayor.

De nuevo, es posible inscribir una figura en el 4rea com-
prendida por la espiral ABT'AE® y la recta A® de manera que
¢l drea indicada sea mayor que la figura inscrita en menos
que aquello en lo que excede el 4rea indicada al circulo €
[Prop. 21, corol.]. Inscribase, y sea @PE el mayor de los secto-
res de que estd compuesta la figura inscrita, y O®F el menor. Es
evidente que la figura inscrita es mayor que el circulo . Prolén-
guense las rectas que forman los 4ngulos iguales con vértice
en O hasta que incidan en la circunferencia del circulo.

De nuevo hay ciertas lineas que se exceden entre sf en lo
mismo, las que inciden en la espiral desde ® [Prop. 12}, de las

SOBRE LAS LINEAS ESPIRALES 57

cuales @A es la mayor y @F la menor, y la menor es igual al
exceso, y hay otras rectas, las que desde © inciden en la circun-
ferencia del circulo AZHI iguales a aquéllas en nimero, y en
magnitud igual cada una a la
mayor, y se han construido
sectores semejantes sobre to-
das ellas, tanto sobre las que
son iguales entre s{y a la ma-
yor como sobre las que se ex-
ceden entre si en lo mismo.
Por tanto {la suma de) los
sectores construidos sobre las
que son iguales a la mayor es
mayor que el triple de (la
suma de) los sectores cons-
truidos sobre las que se exce-
den entre si en lo mismo, ex-
cepto el construido sobre la
mayor —pues esto se ha de-
mostrado [Prop. 10, corol.]—. Y, por otro lado, (la suma de) los
sectores construidos sobre las que son iguales a la mayor es
igual al circulo AZHI, mientras que (la suma de) los construi-
dos sobre las que se exceden entre si en lo mismo, excepto el
construido sobre la mayor, es igual a la figura inscrita. Por tanto
el cfrculo AZHI es mayor que el triple de la figura inscrita; y es
el triple del circulo G. Luego el circulo G es mayor que la figura
inscrita. Pero no lo es, sino que es menor.

Luego el 4rea comprendida por la espiral ABAE® y larec-
ta A@ tampoco es mayor que el circulo G. Luego es igual®.

& [Al drea comprendida por la espiral’y la recta A6).
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Prorosicion 25

El drea comprendida por la espiral trazada en su segundo
giro y por la recta segunda {tomada) en la recta principio del
Is giro, guarda con el circulo segundo la misma razén que guarda
7 con 12, que es la misma que guarda la suma del rectdngulo
comprendido por el radio del circulo segundo y el radio del
0 cfrculo primero mds la tercera parte del cuadrado construido
sobre el exceso en que excede el radio del circulo segundo al
radio del circulo primero con el cuadrado construido sobre
el radio del circulo segundo®.

Sea una espiral en la que figura ABTAE, trazada en su se-
25 gundo giro, y seael punto @ el origen de la espiral, y larecta OF
una recta primera (tomada) en la recta principio del giro, y AE
la recta segunda en la recta principio del giro, y sea AZHI el
circulo segundo, y AH, IZ didmetros
de éste perpendiculares entre si.

Se ha de demostrar que el 4rea
comprendida por la espiral ABI'AE
y la recta AE guarda con el circu-
lo AZHI larazénde 7 a 12.

Sea un circulo G y sea el cuadrado
construido sobre el radio del cfrculo G
igual al rectdngulo comprendido por
A®, OF mis la tercera parte del cua-
drado construido sobre AE. El circulo
G guardard con el AZHI la raz6n de 7
a 12, puesto que el cuadrado de su radio guarda esa razén cqn el
cuadrado del radio del circulo AZHI®" [Elem. XII 2).

“ Llamando E, al 4rea comprendida por laespiral y la recta segunda, C, al
circulo primero y R, a su radio y C, al circulo segundo y R, a su radio, lo qlue
se quiere demostrar es que E:Cu7:12:(R,xR)+ [R,-R)/31:RA

*7 En aplicacién de Elem. X112, G : AZHI : AG X OF + (173 AE%) :: A®22, y
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Por tanto, se demostrard que el circulo G es igual al 4rea
comprendida por la espiral ABI'AE y la recta AE.

Pues si no, o bien es mayor o menor.

Sea primero, si es posible, mayor.

Es posible circunscribir al drea una figura plana compuesta
de sectores semejantes de modo que la figura circunscrita sea
mayor que el drea en menos que aquello en lo que excede el
circulo G al drea [Prop. 22, corol.]. Circunscribase, y de los sec-
tores que componen el drea circunscrita sea ®AK el mayor
y @OA el menor. Es evidente que la figura circunscrita es
menor que el circulo. Prolénguense las rectas que forman los
dngulos iguales con vértice en @ hasta que incidan en la circun-
ferencia del segundo circulo. 4

Hay ciertas lineas que se exceden entre si en lo mismo [Prop.
12], las que inciden en 1a espiral desde ©, de las cuales la mayor
es @A y la menor OF, y hay otras rectas, las que desde @ inci-
den en la circunferencia del circulo AZHI, en nimero menores
en una que aquéllas y en magnitud iguales entre si y a la mayor,
y se han construido sectores semejantes sobre las que son igua-
les a Ia mayor y sobre las que se exceden entre si en lo mismo,
pero no se ha construido (ninguno) sobre la menor. Luego (la
suma de) los sectores construidos sobre las que son iguales a
la mayor guarda con (la suma de) los sectores construidos sobre
las que se exceden entre si en lo mismo menos {el construi-
do sobre) la menor una raz6n menor que el cuadrado construido
sobre la mayor, @A, con la suma del rectangulo comprendido
por A®, OFE mids la tercera parte del cuadrado de lado EA
—pues esto se ha demostrado {Prop. 11, corol.]—. Y el circulo
AZHI es igual a (la suma de) los sectores construidos sobre las
que son iguales entre sf y a la mayor, mientras que la figura
circunscrita es igual a (la suma de) los sectores construidos a
partir de las que se exceden entre si en lo mismo menos (el

de acuerdo con la proposicién 15, @F = AE; por tanto, 2 ©F? + (1/3 ©E?) :: 4
AR 6BE+ OF 12 AE?: 7 12,

0
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construido sobre) la menor. Luego el circulo guarda con la figu- |
ra circunscrita una razén menor que la del cuadrado de lado A® |

con la suma del rectingulo comprendido por A®, OF m4s la
tercera parte del cuadrado de lado AE. Y la razén que guarda el

cuadrado de lado @A con (la suma del) rectdngulo comprendi-
do por @A, OF més la tercera parte del cuadrado de lado AE es
la que guarda el circulo AZHI con el circulo G [Elem. V 7, co- |
rol.]. Por tanto, el circulo AZHI guarda con la figura circunscri- }
ta una raz6n menor que con el circulo G. De modo que el circu-
lo G es menor que la figura circunscrita [Elem. V 10]. Peronolo

es, sino que es mayor.

Luego el cfrculo G no es mayor que el 4rea comprendida por |

la espiral ABI'AE y la recta AE®.

Y tampoco es menor.

Pues sea, si es posible, menor.

De nuevo, es posible inscribir en el drea comprendida por la
espiral y la recta AE una figura plana compuesta de sectores
semejantes de manera que el drea comprendida por la espi-
ral ABT'AE y la recta AE sea mayor que la figura inscrita en
menos que aquello en lo que excede esa misma drea al circulo G
[Prop. 22, corol.]. Inscribase, y sea @KP el mayor de los secto-
res que componen la figura inscrita y @EO el menor®. Es eviden-
te que la figura inscrita es mayor que el circulo G. Prolénguense
las rectas que forman los dngulos iguales con vértice en © hasta
que incidan en la circunferencia del circulo.

De nuevo hay unas lineas que se exceden entre si en lo mis-
mo, las que desde @ inciden en la espiral [Prop. 12}, de las

8 Por errata figura «AZ» en el texto griego de Heiberg; en la versién latina,
sin embargo, aparece correctamente «AE». El texto griego y la versién france-
sa de Mugler contienen la misma errata. Sin embargo, todo aparece correcta-
mente en la segunda parte de la demostracién (I1 100 10).

% En la figura correspondiente a esta parte de la demostracién, la edicién
de Heiberg —seguido por Mugler— presenta como ZZ el didmetro del circulo
que en nuestra figura aparece como ZI; corregimos esa anomalfa siguiendo a
Ver Eecke.
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cuales la mayor es @A y la menor OF y hay otras lineas, las que 15

desde ® inciden en la circunferencia del circulo, en mimero
inferiores en una a aquéllas y en magnitud iguales entre siy ala
mayor, y se han construido sec-
tores semejantes sobre las que
se exceden entre si en lo mismo
y sobre las que son iguales a la
mayor. Luego (la suma de) los
sectores construidos sobre las
que son iguales a la mayor guar-
da con (la suma de) los sectores
construidos sobre las que se ex-
ceden entre s{ en lo mismo me-
nos el construido sobre la ma-
yor una razén mayor que el
cuadrado de lado @A con la
suma del rectdngulo compren-
dido por A®, OF més la tercera
parte del cuadrado de lado EA
{Prop. 11, corol.]. Y la figura
inscrita en el 4rea es igual a (la suma de) los sectores construi-
dos sobre las que se exceden entre si en lo mismo menos el
construido sobre la mayor, mientras que el circulo es igual a (la
suma de) los otros sectores. Por tanto, el circulo AZHI guarda
con la figura inscrita una raz6n mayor que el cuadrado de lado
©A con (la suma del) rectdngulo comprendido por @A, OF mds
la tercera parte del cuadrado de lado AE, es decir, mayor que (la
que guarda) el cfrculo AZHI con el circulo G. Luego el circulo
G es mayor que la figura inscrita [Elem. V 10). Lo cual es impo-
sible, pues era menor.

Luego el circulo G tampoco es menor que el drea comprendi-
da por la espiral ABI'AE y larecta AE. De modo que es igual.
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COROLARIO

Por el mismo medio se demostrard también que el 4rea com-
prendida por la espiral trazada en cualquiera de sus giros y la
recta denominada segtin el mismo numero que el giro, guarda
con el circulo denominado segiin el mismo nimero gue el giro
la {misma) razén que la suma del rectadngulo comprendido por
el radio del circulo del mismo nimero y el radio del circulo de
un nimero inferior en uno al de los giros més la tercera parte del
cuadrado construido sobre el exceso en que excede el radio
del circulo mayor de los indicados al radio del circulo menor de
los indicados, con el cuadrado construido sobre el radio del cir-
culo mayor de los indicados™.

PrOPOSICION 26

El drea comprendida por la espiral menor que la trazada en
un giro, que no tenga por extremo el origen de la espiral, y por
las rectas trazadas desde sus extremos hasta el origen de la
espiral, guarda con el sector que tiene el radio igual a la mayor
de las rectas trazadas desde los extremos hasta el origen de la
espiral y el arco que queda entre las rectas indicadas hacia el
lado de la espiral, la misma razén que guarda (la suma del)
rectdngulo comprendido por las rectas trazadas desde los ex-
tremos hasta el origen de la espiral mds la tercera parte del
cuadrado construido sobre el exceso en que excede la mayor de
las rectas indicadas a la menor con el cuadrado construido
sobre la mayor de las rectas que unen los extremos con el ori-
gen de la espiral’.

" Generalizando el resultado de la proposicion, resulta la formula E : C
(R,xR_)+[(R -R_)?#3]:R2

" Sea E_ el segmento de espiral menor que un circulo, S el segmento de
circulo descrito en la hipétesis y R, y R, (con R, < R} las rectas trazadas desde

SOBRE LAS LINEAS ESPIRALES 63

Sea una espiral en la que figura ABI'AE, trazada en menos
de un giro, y sean sus extremos A, E, y sea el punto © el origen
de la espiral, y con centro en @ y radio ©A tricese un circulo e
incida ®F en su circunferencia en el punto Z.

Se ha de demostrar que el drea comprendida por la espiral
ABTAE y las rectas A®, ®F guarda con el sector AGZ la mis-
ma razén que guarda la suma del rectingulo comprendido por
A®, OF més la tercera parte del cuadrado construido sobre EZ,
con el cuadrado construido sobre GA.

Seaun circulo en el que figura GX el cuadrado de cuyo radio
seaigual al rectdngulo comprendido por A®, O mds la tercera
parte del cuadrado construido sobre EZ, y con vértice en su cen-
tro un 4ngulo igual al de vértice en ©.

El sector GX guarda con el sector
®AZ la misma razon que el rectdngu-
lo comprendido por A®, OF mds la
tercera parte del cuadrado construido
sobre EZ con el cuadrado construi-
do sobre @A, pues los cuadrados cons-
truidos sobre sus radios guardan entre
si esa razoén.

Se demostraré que el sector XG es
igual al drea comprendida por la espi-
ral ABTAE y las rectas A®, @E.

Pues si no, €s mayor © menor.

Sea primero, si es posible, mayor.

Es posible circunscribir al drea indicada una figura plana
compuesta de sectores semejantes de manera que la figura cir-
cunscrita sea mayor que el drea indicada en menos que aquello
en lo que el sector GX excede al 4rea indicada [Prop. 23, corol.].
Circunscribase, y sea @AK el mayor de los sectores de que estd
compuesta, y ®0A el menor. Asi pues, es evidente que la figura

¢l origen de 1a espiral que delimitan el segmento de espiral; se pretende demos-
trarque B : § R xR +{I/3 (R, ~R FL: R’
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circunscrita es menor que el sector XG. Trécense las rectas que
forman los 4ngulos iguales con vértice en © hasta que incidan
en el arco del sector ®AZ. Entonces hay unas rectas que se ex-
ceden entre si en lo mismo, las que desde © cortan a la espiral
[Prop. 12], de las cuales ®A es la mayor y ®F la menor, y hay
ofras rectas en mimero menor en uno que aquéllas, y en magni-
tud iguales entre si y a la mayor, las que desde ® inciden en el
arco del sector A®Z, menos ®Z, y se han construido sectores
semejantes sobre todas las que son iguales entre si y a la mayor
y sobre las que se exceden entre si en lo mismo, pero no se ha
construido ninguno sobre ®F. Por tanto, los sectores construi-
dos sobre las que son iguales entre si y a la mayor guardan con
los sectores construidos sobre las que se exceden entre sf en lo
mismo menos el sector construido sobre la menor una razén
menor que el cuadrado de lado ®A con {la suma del) rectdngu-
1o comprendido por A®, @FE maés la tercera parte del cuadrado
de lado EZ [Prop. 11, corol.]. Y el sector @AZ es igual a (la
suma de) los sectores construidos sobre las que son iguales en-
tre si y a la mayor, mientras que la figura circunscrita lo es a {la
suma de} los sectores construidos sobre las que se exceden en-
tre s{ en lo mismo. Por tanto, el sector @®AZ guarda con la figu-
ra circunscrita una razén menor que el cuadrado de lado GA
con la suma del rectdngulo comprendido por @A, OF ma4s la
tercera parte del cuadrado de lado ZE. Y la razén que guarda el
cuadrado de lado ®A con la suma indicada es la misma que la
que guarda el sector @AZ con el sector XG. De modo que el
sector XG es menor que la figura circunscrita [Elem. V 10]. Pero
no lo es, sino que es mayor.

Por tanto, el sector XG no serd mayor que el 4rea compren-
dida por 1a espiral ABT'AE vy las rectas AQ, GF.

Y tampoco es menor.

Pues sea menor, y constriiyase lo demads igual.

De nuevo es posible inscribir en el 4rea una figura plana
compuesta de sectores semejantes, de manera que el drea indi-
cada sea mayor que la figura inscrita en menos que aquello en
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lo que esa misma 4rea excede al sector XG [Prop. 23, corol.].
Inscribase, y sea ©BT el mayor de los sectores de que se com-
pone la figura inscrita y O®E el menor.
Es evidente, por tanto, que la figura ins-
crita es mayor que el sector XG. Por tan-
to, de nuevo hay ciertas lineas que se
exceden unas a otras en lo mismo, las
que desde @ inciden en la espiral [Prop.
12], de las cuales ®A es la mayor y OE
la menor, y hay también otras lineas que
desde © inciden en el arco del sector
®AZ, excepto la ®A, en nimero meno-
res en una que las que se exceden unas a
otras en lo mismo y en magnitud iguales
entre si y a la mayor, y sobre cada una se
han construido sectores semejantes, pero no se ha construido
{ninguno) sobre la mayor de las que se exceden unas a otras en
lo mismo. Por tanto, {la suma de) los sectores construidos sobre
las que son iguales entre si'y a la mayor guarda con {la suma de)
los sectores construidos sobre las que se exceden unas a otras
en lo mismo menos el construido sobre la mayor, una razén
mayor que el cuadrado de lado ®A con {la suma del) rectdngu-
lo comprendido por @A, OF més la tercera parte del cuadrado
de lado EZ [Prop. 11, corol.]. De manera que también el sector
®AZ guarda con la figura inscrita una razén mayor que con el
sector XG. De modo que el sector XG es mayor que la figura
inscrita [Elem. V 10]. Pero no lo es, sino que €s menor.

Luego el sector X6 tampoco es menor que el drea compren-
dida por la espiral ABT'AE y las rectas A®, ®E. Luego es
igual. .
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PROPOSICION 27

De las dreas comprendidas por las espirales y las rectas (to- |
madas en la que es principio) del giro, la tercera es el doble de la |

segunda; la cuarta, el triple; la quinta, el cuddruple, y asi sucesi-

vamente, la siguiente serd miltiplo de la segunda segiin la serie
de los miimeros, y la primera drea es la sexta parte de la segunda.

Sea la espiral propuesta trazada en su primer giro, en el se-

gundo y en los siguientes en un nimero cualquiera, y sea el

punto © el origen de la espiral, y la recta ®F el principio del !

giro, v de las dreas sea K 1a pri-
mera, A la segunda, M la tercera,
N la cuarta, = la quinta.

Se ha de demostrar que el
drea K es la sexta parte de la si-
guiente; M el doble de A; N el
triple de A; y la siguiente en la
sucesion, miultiplo de A segiin la
serie de los ndmeros.

Que K es 1a sexta parte de A se demuestra asf:

Puesto que se ha demostrado que el 4rea KA guarda con el
circulo segundo la misma razén que guarda 7 con 12 [Prop.
25772, el segundo circulo guarda con el primer circulo la razén
de 12 a 3, pues estd claro. Y el primer circulo guarda con el drea
Klarazonde 3 a 1 [Prop. 24}, luego el 4rea K es un sextode A.
Y a la vez, se ha demostrado que el drea KAM guarda con el
tercer circulo la misma razdén que guarda la suma del rectdngu-
lo comprendido por '®B mds la tercera parte del cuadrado de
lado I'B con el cuadrado de lado I'® [Prop. 25, corol.]. Y el
tercer circulo guarda con el segundo circulo la razén del cua-
drado de lado I'® al cuadrado de lado ®B [Elem. X1I 2], mien-
tras que el segundo cfrculo guarda con el 4rea KA la razén del

2 En aplicacién de Elem. X1 2, dado que OB = 20A.
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cuadrado de lado B® con la suma del rectangulo comprendido
por BO, ®A mds la tercera parte del cuadrado de lado AB [Prop.
25]. Luego también el 4rea (suma de) KAM guarda con el drea
(suma de) KA la razén de {la suma) del rectdngulo comprendi-
do por I'®, @B mis la tercera parte del cuadrado de lado I'B con
(la suma) del rectangulo comprendido por B®, ®A més la ter-
cera parte del cuadrado de lado AB.Y éstas guardan entre si la
razén de 19 a 7. De manera que también el drea KAM guarda
con el drea AK™ la misma razén que 19 a 7. Luego la propia
drea M guarda con el drea KA larazénde 12 a7 [Elem. V 17},
Y el drea KA guarda con el drea A la razén de 7 a 6. Por tanto
es evidente que M es el doble de A [Elem. V 22].

Y se demostrard que las dreas siguientes guardan’™ la razén
de los ndmeros sucesivos:

Pues el drea KAMNE guarda con el circulo cuyo radio es
OF la misma razén que la que guarda la suma del rectdngulo
comprendido por E®, ®A mis la tercera parte del cuadrado de
lado AE con el cuadrado de lado @E [Prop. 25, corol.]. Y el
circulo cuyo radio es ®F guarda con el circulo cuyo radio es
©A la misma razén que el cuadrado de lado @E con el cuadrado
de lado @A [Elem. X112}, mientras que el circulo cuyo radio es
A© guarda con el drea KAMN la misma razén que el cuadrado
de lado ®A con la suma del rectangulo comprendido por @A,
1" més la tercera parte del cuadrado de lado AT [Prop. 25, co-
rol.]. Por tanto, el drea KAMNE guarda con el drea KAMN la
razén que guarda {la suma del) rectangulo @F, ®A mis la ter-
cera parte del cuadrado de lado AE con {la suma del) rectangulo
AQ, O m4s la tercera parte del cuadrado de lado AT". Por des-
~e-nposicién™, también el drea & guarda con el drea KAMN la

> Como m4s atrés, se refiere a las dreas resultantes de la suma de las dreas
mencionadas. Las referencias semejantes a éstas que se hacen mds adelante en
esta misma proposicién deben entenderse en el mismo sentido.

* Sobreentiéndase «con el drea A»,

7% 8i ciertas magnitudes son proporcionales en composicién —es decir, to-
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razén del exceso entre (la suma) del rectdngulo comprendido |
por E®, ®A mis la tercera parte del cuadrado de lado EA y (la !
suma) del rectdngulo comprendido por A®, ®I' mds la tercera
parte del cuadrado de lado T'A con (la suma) del rectdngulo
comprendido por A®, ®I" més la tercera parte del cuadrado de-
lado ATI". Por tanto una suma excede a la otra en 1o mismo que

el rectdngulo comprendido por E@A al comprendido por A®T, §

y lo excede en el rectdnguio comprendido por A®, TE. j
Luego el 4rea E guarda con el drea KAMN la razén del rec-

tdngulo comprendido por ®A, T'E con el comprendido por A®,

OI mids la tercera parte del cuadrado de lado TA.

Por los mismos razonamientos se demostrard también que el |
drea N guarda con el 4rea KAM la misma razén que el rectangu- |
lo comprendido por I, BA con la suma del rectngulo com~ |
prendido por I'©B mds la tercera parte del cuadrado de lado I'B. |

Luego el 4rea N guarda con el drea KAMN la misma razén que
el rectdngulo comprendido por ®T, BA con (la suma del) rectdngu- |
lo comprendido por ®I", BA més el rectdngulo comprendido por |

OT’, ®B m4s la tercera parte del cuadrado de lado I'B. Y (la suma

de) estas dreas” es igual a (la suma) del rectdngulo comprendido
por A®, OI" més la tercera parte del cuadrado de lado I'A. Puesto |

que el drea Z guarda con KAMN la misma razén que el rectdngulo
comprendido por @A, TE con la suma del rectingulo A®I" més la
tercera parte del cuadrado de lado T'A, y el 4rea KAMN guarda con
N larazén de la suma del rectdngulo A®GT més la tercera parte del
cuadrado de lado T'A con el rectdngulo comprendido por I, AB

{Elem. V 7, corol.], entonces  guarda con N la misma razén que |

el rectdngulo comprendido por ®A, TE con ¢l rectdngulo com-

prendido por @I, AB [Elem. V 22].Y el rectdngulo comprendido |

mando la suma del antecedente més el consecuente como una sola magnitud |
respecto al consecuente—, también lo son al descomponerlas, ¢f vol I, Intro-

duccién, pag. 52. :
8 [Y lo mismo tomando la proporcion invertidal.
7 Esdecir, K+ A+M+N.
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por @A, T'E guarda con el rectdngulo comprendido por ©, AB la
misma razén que A con OT’, puesto que I'E, BA son iguales.

Est4 claro por tanto que también Z guarda con N la misma
razén que OA con OT.

Del mismo modo se demostrard también que N guarda con
M la misma razén que ©I" con ®B, y que M guarda con A la
razén de BO® a A®. Y las rectas™ A®, I'®, BO, A® estdn en
la razén de los niimeros consecutivos.

PropPosICION 28

Si en una espiral rrazada en cualquiera de sus giros se to-
man dos puntos que no sean los extremos y desde los puntos
tomados se trazan rectas hasta el origen de la espiral, y con
centro en el origen de la espiral y radios las rectas trazadas
desde los puntos hasta el origen de la espiral se trazan circulos,
el drea comprendida por el mayor de los arcos de los que estdn
entre las rectas y (el segmento de) la espiral que queda entre
esas mismas rectas y la recta prolongada™ guardard con el
drea comprendida por el arco menor y la misma espiral y las
rectas que unen sus extremos, la misma razon que el radio del
circulo menor mds dos tercios del exceso en que excede el radio
del circulo mayor al radio del circulo menor, con el radio del
circulo menor mds un tercio de ese mismo exceso®.

® [EB].

7% Falta la indicacion de que el radio del circulo menor ha de prolongarse
hasta la circunferencia del circulo mayor: €sa serfa la «recta prolongada» a que
se refiere el texto. )

% 8i llamamos R al radio del circulo mayor, r al radio del circulo menor; §
al segmento comprendido por el circulo mayor, la espiral y la prolongacién del
radio menor; y s al segmento comprendido por la espiral, el arco de circulo
menor y la parte del radio mayor comprendida entre ¢l cfrculo menor y ¢l pun-
to de corte de la espiral y el cfrculo mayor, se trata de demostrarque S:s:ir +
WIR-0):r+1/3(R~1).
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Sea una espiral en la que figura ABT'A trazada en un giro, y
témense en ella dos puntos A, I' de manera que el punto ® sea
el origen de la espiral, y desde A, I" tracense rectas hasta ®, y

concentroen ®@ y con ®A, O
I como radios trdcense circu-
los.

Se ha de demostrar que el
drea = guarda con el drea IT
Ia misma razén que guarda la
suma de A® mas dos tercios
de HA con la suma de A® y
un tercio de HA.

Se ha demostrado que el
drea NIT guarda con ¢} sector
HI'® la misma razén que
guarda (la suma del> rectdngulo comprendido por HO®, A® més
la tercera parte del cuadrado de lado AH con el cuadrado de
lado H® [Prop. 26). Luego la propia drea E guarda con el 4rea
NIT la misma razén que el rectdngulo ®AH més dos tercios del
cuadrado de lado HA con la suma del rectdngulo comprendido
por AGH mds la tercera parte del cuadrado de lado HA. Y pues-
to que el drea NIT guarda con el sector NITZ la misma razén
que la suma del rectdngulo comprendido por ®A, ®H mi4s la
tercera parte del cuadrado de lado HA con el cuadrado de lado
®H, mientras que el sector NITZ guarda con el sector N la mis-
ma razén que el cuadrado de lado ®H con el cuadrado de lado
OA, entonces también el drea NIT guardar4 con el 4rea N la
misma razén que guarda la suma del rectdngulo comprendido
por ®A, OH més la tercera parte del cuadrado de lado HA con
el cuadrado de lado @A [Elem. V 22]. Por tanto el drea NII
guarda con el 4rea IT la razén que guarda la suma del rectdngu-
lo comprendido por HOA mds la tercera parte del cuadrado de
lado HA con la suma del rectdngulo comprendido por HA, ©A
mds la tercera parte del cuadrado de lado HA. Entonces, puesto
que el drea = guarda con el drea NIT la misma raz6n que guarda

4
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Ja suma del rectdngulo comprendido por ®AH mds dos tercios
del cuadrado de Jado HA con la suma del rectdngulo compren-
dido por HOA mids la tercera parte del cuadrado de lado HA,
mientras que el drea NIT guarda con el drea IT la misma razoén
que la suma del rectdngulo comprendido por HOA mas la ter-
vera parte del cuadrado de lado HA con la suma del rectingulo
comprendido por HA® mas la tercera parte del cuadrado de
lado HA {Elem. V 22], entonces también E guardard con [1 la
misma razén que guarda la suma del rectdngulo ®AH mds dos
tercios del cuadrado de lado HA con la suma del rectdngulo
comprendido por ®AH mads la tercera parte del cuadrado de
lado HA. Y la suma del rectdngulo comprendido por ®AH mds
dos tercios del cuadrado de lado HA guarda con la suma del
rectdngulo comprendido por ©AH més la tercera parte del cua-
drado de lado HA la misma razén que guarda la suma de la
recta ®A mds dos tercios de 1a HA, con la suma de la recta ©A
mis la tercera parte de la HA.

Es evidente por tanto que también el drea = guarda con el
drea IT la misma razén que la suma de la recta @A mds dos
tercios de la recta HA con la suma de la recta ®A mds la tercera
parte de la recta HA.

25
120

10

20



SOBRE EL EQUILIBRIO
DE LAS FIGURAS PLANAS
O LOS CENTROS DE GRAVEDAD
DE LAS FIGURAS PLANAS




INTRODUCCION

Con los dos libros Sobre el equilibrio de las figuras planas
se inicia para la cultura occidental la fisica matemdtica, pues
contiene el primer caso de aplicacién sistemética de los conoci-
mientos geométricos al mundo material. La alternativa metodo-
16gica que supuso esta obra queda puesta de relieve cuando la
comparamos con los desarrollos previos de lamecdnica y la fisi-
ca en el mundo griego. El método empleado por Arqufmedes,
puramente matemaético, no tiene nada que ver con las anteriores
lineas de desarrollo de 1a Mec4nica griega, a las que tenemos
acceso mediante las noticias sobre las construcciones instru-
mentales de Arquitas, el enfoque puramente racional y tedrico
que se plasma en la Fisica aristotélica o la observacion curiosa y
las explicaciones ingenuas de la Mecdnica pseudo-aristotélica’.

' Son varios los problemas de esta dltima obra que se ocupan de asuntos re-
lacionados con el equilibrio, la balanza y la palanca —de la que se dice que
«viene a ser una balanza que tiene abajo el soporte y dividida en partes desigua-
les» {850a 34-35)—. En concreto, el tratadista afirma en el problema 3 que, en el
funcionamiento de la palanca, «estén en proporcién inversa el peso movido res-
pecto al que mueve y la longitud respecto a la longitud», anticipacién de lo que
se considera la aportacién fundamental de Arquimedes en ¢l presente tratado.

Para la contribucién m4s sefialada de Arquitas a [a matemadtica y 1a mec4~
nica —su soluci6n del problema délico—, cf. vol. I, pags. 376-378; la Fisica y
la Mecdnica mencionadas estdn traducidas en esta misma coleccion, respecti-
vamente BCG 203 y BCG 277.
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El tratado no contiene definiciones, verdadera anomalia res-
pecto a la forma candnica del tratado matematico, como se pue-
de ver en los Elementos de Euclides, en los restantes tratados de
Arqufmedes y en la obra de Apolonio. También Eutocio, cuando
comentd la obra a principios del siglo v1, ya las eché en falta; por
eso al principio de su Comentario (264, 10-15) se cree en la ne-
cesidad de aclarar: «Arquimedes en este libro considera centro
de inclinacién’ de una (figura) plana al punto colgada del cual
permanece paralela al horizonte, y centro de peso o de gravedad
al punto colgada del cual la balanza est4 paralela al horizonte».

La ausencia de definiciones ha servido de argumento para
afirmar que el Libro I del Equilibrio de las figuras planas puede
ser una forma abreviada de alguna otra de las obras no conser-
vadas de Arquimedes sobre estas mismas cuestiones, pues €l
mismo menciona repetidamente titulos de trabajos no conser-
vados —Elementos de Mecdnica y Equilibrios’— que podrian
referirse a otra u otras obras sobre mecénica, como sostuvieron
Heath y Heiberg. Basdndose en ese planteamiento, A. G. Drach-
mann* estudi6 los textos sobre mec4nica de Herén y Papo y,
comparédndolos entre si y con los datos de otras fuentes, intent6
entresacar la parte de los mismos que tiene su origen en Arqui-
medes. Por ese medio llegé a la conclusién de que debieron de
ser tres las obras perdidas de Arquimedes sobre estas cuestiones:
una sobre los centros de gravedad, relacionada con el Libro I
del Equilibrio de las figuras planas, otra sobre las balanzas
—cuyo titulo se nos ha conservado en griego —Peri zygon—, y
una tercera, sobre los apoyos, mencionada solamente por He-

* Designado con la expresi6n kéntron rhopés —referida al movimiento in-
ducido por la gravedad que desplaza el cuerpo hacia abajo—, frente 2 1a expre-
sién kéntron béreos («centro de gravedad») que usa Arquimedes.

¥ Cita esos titufos en Cuerpos Flotantes 11 (respectivamente en 350, 14y
350, 21-22); en Método 1 (438, 2) se refiere a obras sobre el mismo tema lla-
mandolos «los libros sobre el equilibrio».

4 «Fragments from Archimedes in Heron’s Mechanics», Centaurus 8
(1963) 91-146.

]
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rén. Otros autores —Toeplitz, Stein, Dijksterhuis— entienden
yue también cabe que las definiciones —«centro de gravedad»,
«peso», «estar en equilibrio»— sean otras tantas incdgnitas
para cuya resolucién los postulados sirven como ecuacién.
Dijksterhuis, en concreto, propone la explicacién de que Ar-
quimedes tenfa en mente una balanza ideal, que €l veia mental-
mente inclinada o en equilibric por obra de pesos (en forma de
figuras planimétricas) colgados de ella, de tal modo que los
postulados no contienen sino la formulacién de los resultados
de las observaciones més simples que estaba en su mano hacer
bajo esa Gptica, y que la claridad de las imAgenes asf obtenidas
anulé el deseo de ofrecer definiciones abstractas de los térmi-
nos empleados.

J. L. Berggren® no hace especial hincapié en ese hecho, pero,
aplicdndose a la estructura, estilo y contenido del Libro I, duda
de la autorfa de Arquimedes para el mismo, al menos en la pre-
sente forma. Aunque su postura resulta chocante por la diver-
gencia manifiesta con la de otros tratadistas, merece la pena pre-
sentar al menos los datos mds significativos que expone. En
primer lugar, lo que Heiberg edita como postulados y proposi-
ciones 1 v 2 no presenta numeracién en los manuscritos —que
dan el ndmero 1 a lo que Heiberg llama proposicién 3—, y las
referencias de Eutocio coinciden con las de la tradicién —es
decir, Eutocio llama proposicién 4 a la que los manuscritos lla-
man proposicién 4—; el cardcter introductorio de esa parte ini-
cial le hace pensar que se trata de un simple prefacio introducido
enel texto por un compilador. Ademds, el andlisis de la conexién
légica entre los postulados y las demostraciones hace ver que
los postutados 2 y 3 no se utilizan en absoluto en las demostra-
ciones; el contraste a ese respecto entre la presente obra y el
tratado Sobre las lineas espirales deja patente la anomalia. En

3 Cf. DUKSTERHUIS, op. cit., pags. 294-298.
% «Spurious Theorems in Archimedes” Equilibrium of Planes: Book I», Ar-
chiv for History of Exact Sciences 16 (1976) 87-103.



78 SOBRE EL EQUILIBRIO DE LAS FIGURAS PLANAS

cuanto a la prueba de la ley de la palanca en las proposiciones 6 |

y 7, de cuyas dificultades haremos mencién més adelante, Berg-
gren trae a colacién dos testimonios, el Liber de Canonio y un
texto en drabe que lleva por titulo Libro de Euclides sobre la
balanza, textos ambos que contienen la afirmacién de que esta

ley ya habia sido probada por Euclides. Baséndose en todo ello, 1

Berggren llega a afirmar que «su forma presente es la de un tex-
to escolar», y que, en su opini6n, «no es una obra auténtica de
Arquimedes». El ultimo aserto parece excesivo, teniendo en
cuenta que el Libro I est4 bien documentado en la tradicién ma-
nuscrita, pero sus argumentos, densos, pero claros y concisos,
no dejan de ser convincentes. Caso de ser cierta su suposicién,
hay que situar la refeccién del Libro I en fecha anterior a la de
Eutocio, pues éste lo conoci6 en la misma forma que nosotros.
Para el Libro II entiende que «presenta todos los si gnos de ser
un buen texto de origen auténticamente arquimedeo»

Sea lo que sea de esta cuestién de autenticidad, tal ¥y como
nos ha llegado el tratado, el Libro I se abre con siete postulados
cuya calidad de tales ya fue puesta en duda en época antigua;
Eutocio nos transmite la noticia de que Gémino reclamaba que
Arquimedes habfa llamado «postulados» a los «axiomas», pues
«que los pesos iguales a distancias iguales estén en equilibrio es
un axioma, igual que lo de después»; Proclo se expresa en el mis-
mo sentido: «Arquimedes al empezar los Equilibrios dice: *Pos-
tulamos que los pesos iguales estdn en equilibrio a distancias
iguales”. Sin embargo, cualquiera llamarfa a eso un axioma»’.

Tras los postulados vienen quince proposiciones en las que
haciendo uso de una balanza ideal que nunca menciona ¥ con-
siderando unas figuras planas que son en realidad sélidos apla-
nados de densidad homogénea, prueba que los pesos en equili-
brio a distancias iguales son iguales (prop. 1), que los pesos
desiguales a distancias iguales no estén en equilibrio, sino que

T Burocio, Com. al Libro I del Equilibrio de las figuras planas, 266 1-5;
Procro, In Euclidis, 181, 18.
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se producird una inclinacién hacia el mayor (prop. 2) y que los -
pesos desiguales a distancias desiguales estardn en equilibrio
con el peso mayor pendiente de la distancia menor (prop. 3). En
las dos proposiciones siguientes se determinan los centros de
gravedad de la suma de dos y tres magnitudes iguales; siguen
dos corolarios que generalizan estos resultados para mimeros
pares e impares de magnitudes.

La proposicién 6 contiene lo que se considera el mds impor-
tante de los resultados obtenidos por Arquimedes: 1a propor-
cién inversa entre los brazos de la balanza en equilibrio y los
pesos de las magnitudes conmensurables correspondientes (en
la prop. 7 extiende la demostraci6n al caso de las magnitudes
inconmensurables). El argumento empleado para demostrar la
tesis propuesta en esta proposicién, fundamental no s6lo para el
desarrollo de lo expuesto en este tratado, sino también en Sobre
los cuerpos flotantes, fue considerado un paralogismo por el
historiador de la mecénica E. Mach; Dijksterhuis, cuyo razona-
miento viene siendo admitido undnimemente, opone que Ar-
quimedes baso esta prueba en la premisa de que la influencia de
un peso suspendido de una balanza en equilibrio depende del
peso del cuerpo y de la posici6n de su centro de gravedad, pre-
misa que habfa explicitado en su postulado 6, en donde habia
afirmado que el equilibrio de la balanza no se altera si los pesos
suspendidos de ella son sustituidos por otros pesos ignales a los
primeros y suspendidos de los mismos lugares®.

En la prop. 8 determina el centro de gravedad de una mag-
nitud de la que se resta una parte, y en las siguientes proposicio-
nes, hasta el final del tratado, se investigan los centros de grave-
dad del tridngulo, el paralelogramo y el trapecio.

Si al Libro I le cuadra bien el titulo por el que hoy lo conoce-
mos, al Libro I1, sin embargo, le irfa mejor el de «Equilibrio del
segmento parabélico», pues el tratado entero se consagra a esa

8 Cf. DUKSTERHUIS, op. cif., pags. 289-304, donde analiza y critica amplia-
roente los argumentos relativos a estos debates.
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cuestién. Da la sensacion de que estos estudios de Arquimedes
sobre problemas de equilibrio estuvieron en estrecha relacién
con la intuicién del resultado de la cuadratura de la pardbola, lo
que luego se convertirfa en su afamado Mérodo, y que a partirde
ahf se le abrieron las puertas para estudios relacionados, prime-
1o, con otros fendmenos relativos a los sélidos generados por la
revolucién de las cénicas y, después, a los grandes descubri-
mientos sobre la esfera y el cilindro, hallazgos que constituyen
lo fundamental de los tratados Sobre la esfera y el cilindro, So-
bre conoides y esferoides y Sobre los cuerpos flotantes, aunque
las conclusiones que podemos obtener de ello no nos permitan
més que separar en el tiempo laredaccién del Libro Iy el Libro 11
de este tratado, como ya vieron Heath, Claggett y Dijksterhuis®,
En el Libro I, mediante investigaciones parciales, entre las
que se sefialan metodolégicamente las relativas al centro de gra-
vedad de la figura rectilinea formada por el tridngulo inscrito en
¢l segmento parabélico y los tridngulos repetidamente inscritos
en las dreas restantes —Ilo que Arquimedes llama «figura rectili-
nea inscrita propiamente»—, la demostracion de que el centro
de gravedad del segmento parab6lico se encuentra sobre su dié-
metro y lade que los centros de gravedad de dos segmentos para-
bélicos semejantes cortan a los didmetros de los mismos en la
misma razén, Arquimedes se va aproximando a lo que ha de ser
el culmen del tratado: la prop. &, en laque se prueba que el centro
de gravedad del segmento parabélico corta al didsmetro del seg-
mento de modo que la parte de éste que estd hacia el vértice del
segmento es una vez y media la parte del mismo que estd haciala
base. Con las proposiciones 9 y 10, la primera de ellas con caréc-
ter de lema y fama de ser uno de los pasajes més dsperos de lectu-
raen toda la literatura matemética griega, y la segunda destinada
a la determinacién del centro de gravedad del tronco de segmen-
to parabdlico, se cierra el tratado, al que Ver Eecke calificé de
«principal titulo de Arquimedes para entrar en la inmortalidad».

S Cf. vol. 1, pégs. 25-33.

LIBRO1

1. Postulamos que los pesos iguales a distancias iguales es-
t4n en equilibrio, y que los pesos iguales a distancias desiguales
no est4n en equilibrio, sino que el de mayor longitud se inclina
hacia el peso.

2. Y que, si estando en equilibrio unos pesos a ciertas dis-
tancias, se incrementa uno de los pesos, no mantienen el equili-
brio, sino que se inclinan hacia el peso al que se le afiadié algo.

3. Eigualmente, que si de uno de los pesos se quita algo, no
mantienen el equilibrio, sino que se inclina hacia el peso del
que no se quité nada.

4. Y que si las figuras planas iguales y semejantes se hacen
coincidir una con otra, también los centros de gravedad coinci-
den uno con otro.

5. En las figuras desiguales pero semejantes los centros de
gravedad estarén dispuestos de modo semejante. Y afirmamos
que unos puntos estdn dispuestos de manera semgjante en figuras
semejantes cuando al trazar desde ellos rectas hacia los dngulos
iguales forman angulos iguales con los lados homdlogos.

6. Si unas magnitudes estdn en equilibrio a ciertas distan-
cias, también las iguales a ellas estaran en equilibrio a las mis-
mas distancias.

7. Entoda figura cuyo perimetro es céncavo hacia el mismo
lado, es de necesidad que el centro de gravedad esté dentro de
la figura.
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Supuesto esto

5 Proposicion |
Los pesos en equilibrio a distancias iguales son iguales.

Pues si fueran desiguales, al quitar del mayor el exceso, los
resultantes no estardn en equilibrio, puesto que estando en equi-
librio se ha quitado algo de uno de ellos [Post. 3].

10 De manera que los pesos en equilibrio a distancias iguales
son iguales.

PROPOSICION 2

Los pesos desiguales a distancias iguales no estdn en equi-
librio, sino que se inclinardn hacia el mayor.

15 Pues al quitar el exceso estar4n en equilibrio, dado que los
pesos iguales a distancias iguales estén en equilibrio [Post. 1].
Entonces, al afiadir lo quitado se inclinar4 hacia el mayor, pues-
to que estando en equilibrio se ha incrementado uno de los dos
[Post. 2].

ProOPOSICION 3

Los pesos desiguales a distancias desiguales estardn en
20 equilibrio, y el mayor peso (penderd) de la distancia menor.

Sean A, B pesos desiguales y sea A el mayor y estén en
equilibrio a las distancias AT, I'B.

Se ha de demostrar que AT es menor que I'B.

Pues no sea menor.

SOBRE EL EQUILIBRIO DE LAS FIGURAS PLANAS &3

Si se quita el exceso en que A excede a B, se inclinard hacia B, 25
puesto que se ha quitado de uno de ellos cuando estaban en equi- 128
librio [Post. 3]. Pero no se inclinard. Pues o bien, si A esiguala

A r / ‘
N [\
I'B, estaran en equilibrio! [Post. 1], 0 bien, si['A es mayorque I'B,
se inclina hacia A, pues los pesos iguales a distancias desiguales s
no est4n en equilibrio, sino que se inclinan hacia el que pende de
la distancia mayor [Post. 1]. Por eso AT” es menor que I'B.
Y también es evidente que 1os pesos que estén en equilibrio

a distancias desiguales son desiguales, y es mayor el que pende
de la distancia menor. 10

PROPOSICION 4

- 8i dos magnitudes iguales no tienen el mismo centro de gra-
vedad, el punto medio de la recta que une los centros de grave-
dad de las magnitudes serd el centro de gravedad de la magni- s
tud compuesta de ambas magnitudes®,

! [Los pesos iguales a distancias iguales).
2 Arquimedes era consciente de que no sélo importan las magnitudes con-
sideradas, sino también el punto del que estdn suspendidas.
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Sea A el centro de gravedad de la magnitud A, y B el de B,
y una vez trazada la recta AB cértesela por el punto T

Digo que I es el centro (de gravedad) de la magnitud com-
puesta de ambas magnitudes.

Pues si no, sea A el centro de gravedad?, si es posible®.

Puesto que el punto A es el centro de gravedad de la magni-
tud compuesta de las magnitudes A, B, sostenida en A estard en
equilibrio. Luego las magnitudes A, B, estar4n en equilibrio a
las distancias AA, AB. Lo cual es imposible {Post. 1]°.

Por tanto es evidente que I' es el centro de gravedad de la
magnitud compuesta de las magnitudes A, B.

PROPOSICION 3

St los centros de gravedad de tres magnitudes estdn dis-
puestos en linea recta y las magnitudes tienen el mismo peso,
las rectas entre los centros también son iguales y el centro de
gravedad de la magnitud compuesta de todas las magnitudes
serd el mismo punto que también es centro de gravedad de la
magnitud de la posicion central.

Sean A, B, T" tres magnitudes, y sus centros de gravedad los
puntos A, B, I dispuestos en lfnea recta, y sean A, B, I iguales
y sean AT, I'B rectas iguales.

* [De la compuesta de las dos magnitudes A, B}.

4 [Pues ya se ha demostrado antes que estd en la recta AB).
* [ Pues las magnitudes iguales no estdn en equilibrio a distancias desiguales).
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Digo que el punto I" es el centro de gravedad de la magnitud
compuesta de todas las magnitudes.

Puesto que las magnitudes A, B tienen el mismo peso, el
punto T serd su centro de gravedad, ya que AT, I'B son iguales
|Prop. 4]. Y el punto I' es el centro de gravedad de I'.

Luego también es evidente que el centrode gravedad de la mag-
nitud compuesta de todas las magnitudes serd el punto que tam-
bién es centro de gravedad de la magnitud de la posicién central.

COROLARIO |

A partir de esto est4 claro que si los centros de gravedad de
un ndmero impar de magnitudes estin dispuestos en lfnea recta
y si las magnitudes que distan lo mismo de la que estd en el
centro tienen el mismo peso, también las rectas que estdn entre
los centros (de gravedad) son iguales, y el centro de gravedad
de la magnitud compuesta de todas las magnitudes serd el pun-
to que también es centro de gravedad de la magnitud de la posi-
c¢ién central.

COROLARIO 2

Y si las magnitudes estdn en nimero par y sus centros de
gravedad estdn en linea recta y las que est4n en la posicion cen-

L
ot UU

tral y las que distan lo mismo de ellas tienen el mismo peso,
también las rectas que estén entre los centros (de gravedad) son
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10 todas las magnitudes serd el punto medio de la rectaque une los |
centros de gravedad de las magnitudes como est4 escrito mis |
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iguales y el centro de gravedad de la magnitud compuesta de

adelante.

PROPOSICION 6

Las magnitudes conmensurables estdn en equilibrio a dis-

15 tancias que guardan la razdn inversa de la de los pesos.

20

25

134

Sean A, B magnitudes conmensurables cuyos centros de gra-
vedad son A, B y sea EA una distancia, y sea A a B como la lon-
gitud AT" a la longitud TE,

Se ha de demostrar que I es el centro de gravedad de la mag-
nitud compuesta de ambas magnitudes A, B.

Puesto que A es a B como lalongitud AT alaTE y A es con-
mensurable con B, entonces también I'A es conmensurable con
T'E, es decir, larecta con la recta [Elem. X 11], de modo que hay
una medida comina ET, T'A. Sea N, y pénganse cada una de las
rectas AH, AK iguales a EI', y EA igual a AT.Y puesto que AH
es igual a I'E, también AT es igual a EH. De manera que tam-
bién AE es igual a EH. Luego AH es el doble de ATy HK el de
T'E. De manera que N mide a cada una de las rectas AH, HK,
puesto que mide a sus mitades [Elem. X 12].Y puestoque Aesa
B como AT" a T'E, mientras que AT es a I'E como AH a HK
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——puesto que cada una es el doble de cada una—, por tanto tam-
bién A es a B como AH a HK. Sea A miiltiplo de Z tantas veces
cuantas lo es AH de N. Entonces AHes aN como A aZ [Elem.
V, def. 51. Y también KH es a AH como B a A. Por tanto, ex
aequali®, KH es a N como B a Z. Por tanto KH es miltiplo de N
tantas veces como Bde Z.Y se habia demostrado que también A
era miltiplo de Z, de manera que Z es medida comin de A, B.
Dividida AH en rectas iguales a N 'y A en partes iguales a Z, los
segmentos de AH iguales en magnitud a N serédn iguales en nu-
mero a los segmentos de A que son iguales a Z. De manera que
si en cada uno de los segmentos de AH se pone una magnitud
igual a Z con su centro de gravedad en la mitad del segmento, la
suma de todas de las magnitudes es igual a A, y el centro de gra-
vedad de la magnitud compuesta de todas ellas serd el punto E.
Pues todas las magnitudes son pares en nimero y las que estén
por cada lado de E son iguales en mimero por ser igual AE a HE.

De la misma manera se demostrard que también si en cada
uno de los segmentos de KH se pone una magnitud igual a Z
con su centro de gravedad en la mitad del segmento, 13 suma
de todas las magnitudes serd igual a B y el centro de grave-
dad de la {(magnitud) compuesta de todas ellas serd el punto A.
Por tanto, A estard puesto sobre E y B sobre A. Y entonces
habr4 unas magnitudes en ndmero par, iguales entre si, dis-
puestas en linea recta, cuyos centros de gravedad distan entre
s lo mismo. Y es evidente que el centro de gravedad de la
magnitud compuesta de todas ellas es el punto medio de la
recta que contiene los centros {de gravedad) de las magnitudes
que estdn en el centro. Y puesto que AE es igual aTA y ET
igual a AK, entonces la recta entera AL es igual a la 'K, De
manera que el punto I es el centro de gravedad de la (magnitud
compuesta) de todas.

% Dada una setie proporcional, tomar una proporcion ex aequali consiste en
tomar los extremos con omisién de los medios; ¢f. vol. I, Introduccidn, pags.
52-53.

20

25
136

15



88 ARQUIMEDES

enI”.

ProprosicioNn 7

Y también, de modo semejante, si las magnitudes son incon- }

mensurables, estardn en equilibrio a distancias que guarden la
20 razon inversa de las magnitudes.

Sean AB, I' magnitudes inconmensurables, y AE, EZ las
distancias, y guarde AB con I' la misma razén que la distancia
EA conlaEZ.

¥ E z

Digo que E es el centro de gravedad de la magnitud com-
puesta de la suma de las dos magnitudes AB, T
26 Pues si AB puesto en Z no estd en equilibrio con I puesto en
A, o bien AB es demasiado grande para estar en equilibrio con
I', ono.

138 Sea demasiado grande, y quitese de AB una magnitud me-
nor que el exceso en que AB es demasiado grande para estar en
equilibrio con I' de modo que la magnitud restante A sea con-
mensurable conT.

Puesto que las magnitudes A, I' son conmensurables y A

s guarda con I una razén menor que AE con EZ, las magnitudes

A, I no estardn en equilibrio a las distancias AE, EZ, puesto A
enZyT en A[Prop. 6].

7 Es decir, «con el punto I' como fulcros.

Luego si A estd situado en E y B en A, estar4n en equilibrié :
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Por la misma razén, tampoco ocurrird eso si I” es demasiado
grande para estar en equilibrio con AB®.

ProrosICION 8

Si de una magnitud se quita una magnitud que no tenga el
mismo centro que la magnitud entera, una vez prolongada la
recta que une los centros de gravedad de la magnitud entera y
de la restada hacia el lado en que estd el centro de la magnitud
entera, y tomada una parte de la prolongacion de la recta que
une los centros indicados de modo que {esa parte) guarde con
la recta que estd entre los centros la misma razon que la que
guarda el peso de la magnitud quitada con el peso de la restan-
te, el centro de gravedad de la magnitud restante serd el extre-
mo de la recta tomada. '

SeaT el centro de gravedad de una magnitud AB, y quitese
de AB la magnitud AA, cuyo centro de gravedad sea E, y una
vez trazada y prolongada la recta ET, témese I"Z de modo que
guarde con I'E la misma razén que la magnitud AA con la AH.

A : H

8 La prueba ha sido repetidamente considerada oscura e imperfecta; Hei-
berg la completa en el sentido siguiente: puesto que A : '< AE: EZ, se inclina-
r4 hacia el punto A, lo cual es imposible, puesto que de AB se ha quitado menos
del exceso. En el caso de que I' sea mayor, debemos seguir el mismo razona-
miento; y entonces, puesto que AB no es ni mayor ni menor, la proposicién
queda probada.
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Se ha de demostrar que el punto Z es el centro de gravedad
de la magnitud AH.

Pues no sea asi, sino, si es posible, el punto .

Puesto que E es el centro de gravedad de la magnitud AAy
el punto ® el de AH, el centro de gravedad de la magnitud suma
de las dos AA, AH estard sobre la recta E® una vez cortada de
manera que sus segmentos guarden la proporcién inversa de la
que guardan las magnitudes (pero el punto I se encuentra en
la recta EZ cortada de tal modo que sus segmentos estdn en
proporcién inversa con las magnitudes®). De manera que el
punto I no estard en el punto de corte correspondiente al indi-
cado. De modo que el punto I no serd el centro {de gravedad) de
la magnitud compuesta por las magnitudes AA, AH, es decir, de la
AB, Pero lo es, porque as{ se habfa supuesto.

Luego el punto @ no es el centro de gravedad de la magni-
tud AH.

ProOPOSICION 9

En todo paralelogramo, el centro de gravedad estd situado
en la recta que une los puntos medios de los lados opuestos
entre si del paralelogramo. ‘

Sea el paralelogramo ABT'A, y tracese EZ entre los puntos
medios de AB, T'A.

A E X B

r Z 4

? Heiberg entiende que existe una laguna en el texto, y la suple con lo que
figura entre corchetes angulares,
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Digo que el centro de gravedad del paralelogramo ABT'A
estard en la recta EZ.

Pues no lo sea, sino que, si es posible, sea @, y trdcese ©1
paralela a AB. Si se corta sucesivamente por la mitad EB, la rec-
ta restante serd menor que 10. Y dividanse cada una de las rectas
AE, EB en rectas iguales a EK, y desde los puntos de corte tra-
cense paralelas a EZ.

El paralelogramo entero quedard dividido en paralelogra-
mos iguales y semejantes al KZ!°. Entonces, si se hacen coinci-
dir unos con otros los paralelogramos iguales y semejantes al
KZ, también los centros de gravedad coincidirdn unos con otros
[Post. 4]. Y habr4 unas magnitudes —los paralelogramos igua-
les al KZ— pares en niimero y sus centros de gravedad estardn
situados en una recta, y las magnitudes que estén en el centro y
todas las que estdn por cada lado de las del centro son ellas
mismas iguales y las rectas que estén entre los centros de grave-
dad son iguales. Luego el centro de gravedad de la magnitud
compuesta de todas ellas estard en la recta que une los centros
de gravedad de las dreas que estdn en el centro [Prop. 5, co-
rol. 2]. Pero no lo est4, pues el punto © est4 fuera de los parale-
logramos que estdn en el centro.

Por tanto es evidente que el centro de gravedad del paralelo-
gramo ABTA estd en la recta EZ.

ProposiciION 10

El centro de gravedad de todo paralelogramo es el punto en
que se cortan las diagonales.

Seael paralelogramo ABI'A y enél larecta EZ que corta por
lamitad a los lados AB, T'A y la recta KA que corta por la mitad
alas rectas AT, BA.

W Es decir, «al de diagonal KZ».
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144 recta EZ —pues eso se ha demostrado [Prop. 9]—. Por la mis-§

15 Si se aplica el tridngulo ABA al tridngulo BAI" y se coloca el

92 ARQUIMEDES

Y el centro de gravedad del paralelogramo ABI'A estd en 135

4 E B
K ® 4
Iy Z 4

ma razén, estd también en la recta KA. Luego el punto @ es el §
centro de gravedad. Y las diagonales del paralelogramo se cor- j
tan en el punto ©.

De modo que queda demostrado lo propuesto.

DE OTRA MANERA

Cabe también demostrar lo mismo de otra manera.
Sea el paralelogramo ABI'A y sea AB su diagonal.

p: { ——B

4 v i

Entonces los tridngulos ABA, BAT son iguales y semejan-

10 tes entre sf [Elem. 1 34]. De modo que si se hacen coincidir los

tridngulos uno con otro también sus centros de gravedad coin-
cidirdn uno con otro [Post. 4]. Sea el punto E el centro de gra-
vedad del tridgngulo ABA y cértese por la mitad el lado AB por
el punto ® y tricese E® y prolénguese y témese ZO igual a OF.

lado AB sobre el AI" y el AA sobre el BT, coincidird también la
recta OF sobre la ZO y el punto E caerd sobre el punto Z. Y
también sobre el centro de gravedad del tridngulo BAI {Post. 4].
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(Asf el punto Z es el centro de gravedad del tridngulo BAI').
Puesto que el punto E es el centro de gravedad del tridngulo 20
ABA y el punto Z el del ABT, es evidente que el centro de gra-
vedad de la magnitud compuesta por ambos tridngulos es el 146
punto medio de la recta EZ, que es precisamente el punto ©.

 PROPOSICION 11

Si hay dos tridngulos semejantes entre st y en ellos puntos
dispuestos de manera semejante respecio a los tridngulos y un
punto es el centro de gravedad del tridngulo en el que estd, s
también el punto restante es el centro de gravedad del tridngu-
lo en el que estd™.

Sean dos trisngulos ABI', AEZ, y sea AI' a AZ como ABa 12
AE y como BI' a EZ, y sean ®, N puntos dispuestos de manera 15
semejante en los tridngulos indicados", y sea © el centro de
gravedad del tridngulo ABT.

,,,, A

1! Heiberg, considerando que Arquimedes no hubiera dejado de incluir esta
conclusién en el razonamiento, introduce esta frase en la versién latina y re-
construye su texto griego.

2 [Decimos que unos puntos estdn dispuestos de manera semejante res-
pecto a figuras semejantes cuando las rectas trazadas desde ellos hacia los
dngulos iguales forman dngulos iguales con los lados homdlogos).

13 [Respecto a los tridngulos ABI, AEZ).
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Digo que también el punto N es el centro de gravedad del '

tridngulo AEZ.

Pues no lo sea, sino que, si es posible, sea H el centro de |

gravedad del tridngulo AEZ, y tricense @A, @B, @T, AN, EN,
ZN, AH, EH, ZH.

Puesto que el tridngulo ABT es semejante al tridngulo AEZ
y los puntos @, H son los centros de gravedad y puesto que los
centros de gravedad de las figuras semejantes estdn dispuestos
de manera semejante' [Post. 5], entonces el dngulo correspon-
diente a HAE es igual al correspondiente a @AB. Pero ¢l 4ngu-
lo comprendido por ®AB es igual al comprendido por EAN',
Por tanto también el 4ngulo comprendido por EAN es igual al
comprendido por EAH, el mayor al menor. Lo cual es imposi-
ble. Asf que no es posible que el punto N no sea el centro de
gravedad del tridngulo AEZ. Luego lo es.

PROPOSICION 12

Si hay dos tridngulos semejantesy el centro de gravedad de un
tridngulo estd en la recta que ha sido trazada desde un dngulo
hasta el punto medio de la base't, también el centro de gravedad
del tridngulo restante estd en la recta trazada de modo semejante.

Sean ABI', AEZ dos tridngulos y sea AI" a AZ como AB a
AE y como BI" a ZE [Elem. VI 4], y una vez cortada AT por la
mitad por el punto H, trdcese BH, y esté el punto ©, centro de
gravedad del tridngulo ABT, en la recta BH.

Digo que el centro de gravedad del tridngulo EAZ estden la
recta trazada de manera semejante,

¥ [De modo que formen dngulos iguales con los lados homdlogos cada
unoe con cada {par de lados)].

'* [Porque los puntos @, N estdn dispuestos de manera semejante].

' Ha de entenderse que se refiere al lado opuesto al 4ngulo en cuestién.
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Cértese la recta AZ por la mitad por el punto M y tricese

EM, y hdgase que la recta BH sea a B@ como ME a EN, y trd- 20

cense AG, 81, AN, NZ.

4= 2

Puesto que AH es la mitad de 'A y‘AM la mitad de AZ,

entonces también BA es a EA como AH a AM.Y los lados que 150

comprenden 4ngulos iguales son proporcionales. Luego el 4n-
gulo AHB es igual al AME [Elem. VI 6], y AH es a AM como
BH a EM [Elem. VI 4]. Y también BH es a B® como ME a
EN.Y entonces, ex aequali, AB esa AE como B&@aEN.Y los s
lados que comprenden 4dngulos iguales son proporcionales. Y
si esto es asi, el dngulo BA® es igual al EAN [Elem. V1 6]. De
manera que también el dngulo restante @AT es igual al 4ngulo

NAZ. Por la misma razén, el 4ngulo BI'® es igual al EZN yel 10

OI'H igual al NZM. Y se habia demostrado también que el
ABO era igual al AEM. De manera que también el d4ngulo
restante ®BT es igual al NEZ. Por todas estas razones los pun-

tos ®, N estdn dispuestos de manera semejante'’. As{ pues, (s

dado que los puntos ®, N estdn dispuestos de manera seme-
jante y @ es el centro de gravedad del tridngulo ABT', entonces
también el punto N es el centro de gravedad del tridngulo AEZ
[Prop. 11].

7 [Forman dngulos iguales con los lados homélogos).
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PROPOSICION 13

En todo tridngulo, el centro de gravedad estd en la recta |
que se traza desde el dngulo hasta el centro de la base'.

Sea el tridngulo ABT y en €l larecta AA hasta el punto me- }

dio de la base BI.
4
Af— M X
\ ,
ENI;
: ®
rd 1’4
Z
Z V&
B 0 4 £ v r

Se ha demostrar que el centro de gravedad del tridngulo

ABI estd en larecta AA.

Pues no sea asf, sino, si es posible, sea el punto ©, y por él tré- }
cese @I paralela a BI'. Cortando sucesivamente por la mitad A
en algin momento la recta restante serd menor que ®1. Y dividan- |
se cada una de las rectas BA, AT en rectas iguales, y por cadauno §
de los puntos de corte tricense paralelasa AA, y trdcense EZ, HK, |

AM. Estas ser4n paralelas a BT. El centro de gravedad del parale-
logramo MN esté en la recta YZ, y el centro de gravedad del para-
lelogramo KE esté en larecta TY, y el del paralelogramo ZO, en
larecta TA [Prop. 91. Luego el centro de gravedad de la magni-
tud compuesta de todos ellos esté en la recta LA [Prop. 4]. Sea P,
y trécese la recta PO y prolénguese, y tricese I'® paralela a AA.

18 Como mds atrés (Prop. 12), se refiere al lado opuesto at dngulo en cues-
tién.
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El"® AAT guarda con todos los tridngulos construidos a partir
de AM, MK, KZ, ZI" semejantes al AAI' la misma razén que
guarda 'A con AM, porque AM, MK, ZI', KZ son iguales. Y
puesto que también el tridgngulo AAB guarda con todos los tridn-
gulos semejantes? construidos sobre AA, AH, HE, EB la misma
razén que BA con AA, entonces el tridngulo ABI" guarda con
todos los tridngulos mencionados?! la misma razén que guarda
['A con AM. Pero I'A guarda con AM una razén mayor que ®P
con PO. Pues laraz6n de I'A a AM es la misma que lade larecta?
®P con PIT?. Luego también el tridngulo ABT" guarda con los
mencionados una razén mayor que la de ®P con P@. De modo
que también, por descomposicién®, los paralelogramos MN,
K&, ZO guardan con los trifingulos restantes una razén mayor
que la de O con OP. Esté X® con @P en la razén de los parale-
logramos a los tridngulos. Puesto que hay una magnitud, el tridn-
gulo ABT, cuyo centro de gravedad es el punto ® y de ella se ha
restado la magnitud compuesta por los paralelogramos MN, K=,
ZOy el punto P es el centro de gravedad de la magnitud restada,
entonces el centro de gravedad de la magnitud restante, com-
puesta por los tridngulos que quedan en torno, est4 situado en la
recta PO prolongada y tomada (de ella una parte) que guarde con
OP la misma razén que guarda la magnitud restada con la restan-
te [Prop. 8]. Por tanto, el punto X es el centro de gravedad de la

19 [Tridngulo].

» «Semejantes al propio tridngulo AAB», se entiende.

2 Es decir, «con los tridngulos construidos sobre AM, MK, KZ, ZT', AA,
AH, HE, EB».

2 (Enteral).

B [Porque los tridngulos son semejantes).

Eutociocomenta: «Pues si imaginas que las rectas P®, I'A, una vez prolon-
gadas, se cortan, por las propiedades de las paralelas P serd a PIl comoI'A a
AQ; pero I'A es a AQ como I'A a AM; por tanto, I’'A es a AM como ®P a PII;
y ®P guarda con PIT una raz6n mayor que la de ®P con PO. Luego también I'A
guarda con AM una raz6n mayor que la de ®P con PO».

2 Cf. vol. 1, Introduccién, pg. 52.
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magnitud compuesta por las figuras que quedan en torno. Lo cual
es imposible. Pues todas estdn en el plano hacia el mismo lado de
la recta trazada por el punto X paralela a AA®.

25 Luego es evidente lo propuesto.

LO MISMO, DE OTRA MANERA

Sea el tridngulo ABT, y tricese la recta AA hasta la mitad

de BI'.
Digo que el centro de gravedad del tridngulo ABI"estdenla

recta AA.

30156 Pues no sea asf, sino que, si es posible, sea @, y trdcense las
rectas A®, ®B, OT vy las rectas EA, ZE hasta el centro de BA,
AT,y paralelas a A® trdcense EK, ZA, y tracense KA, AA, AK,

A®, MN. .
5 Puesto que el tridngulo ABI es semejante al tridngulo AZT
A
&
%, Z
A
B a 4

10 porque el lado BA es paralelo al ZA, y el punto @ es el centro
de gravedad del tridngulo ABT, entonces ¢l punto A es el cen-
15 tro de gravedad del tridngulo ZAT [Prop. 11}, pues los puntos &,

3 (Es decir, hacia uno de los lados).
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A estdn dispuestos de manera semejante en cada uno de los
tridngulos?. Por la misma razén, el punto K es el centro de
gravedad del tridngulo EBA. De modo que el centro de grave-
dad de la magnitud compuesta por los tridngulos EBA, ZAI'
estd en el centro de la recta KA [Prop. 11}¥. Y N es el punto
medio de KA, puesto que BE es a EAcomoBKa®KylZesa
ZA comoTA aA® [Elem. V12].Y siesto es asi, BI es paralela
aKA.Y A® ha sido trazada. Luego BA es a A" como KN a NA.
De manera que el punto N es el centro de gravedad de la mag-
nitud compuesta por los dos tridngulos mencionados. Y el pun-
to M es el centro de gravedad del paralelogramo AEAZ [Prop.
{0}; de manera que el centro de gravedad de la magnitud com-
puesta por todas (las magnitudes dichas) est4 en la recta MN
[Prop. 4]. Y el punto @ es el centro de gravedad del tridngulo
ABI'. Luego al prolongar la recta MN pasa por el punto . Lo
cual es imposible. Luego no cabe que el centro de gravedad del
tridngulo ABT no esté en la recta AA,
Luego estd en ella.

PropPOSICION 14

En todo tridngulo el centro de gravedad es el punto en el
que coinciden las rectas trazadas desde los dngulos hasta el
centro de los lados.

Sea el tridngulo ABI', y trdcese AA hasta el centrode BT, y
BE hasta el centro de AT

En efecto, el centro de gravedad del tridqngulo estard sobre
cada una de las rectas AA, BE —pues eso se ha demostrado
[Prop. 13].

* [Puesto que forman dngulos iguales con los lados homdlogos, pues eso
es evidentel.
71 [Puesto que los tridngulos EBA, ZA@ son iguales).
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De modo que el punto @ es el centro de gravedad.
A

ProposICION 15

En todo trapecio que tenga dos lados paralelos entre s el
centro de gravedad estd en la recta que une los puntos medios
de las paralelas, cortada de modo que el segmento de ella que
tiene por extremo el punto medio de la menor de las paralelas
guarde con el otro segmento la razén que guarda la recta igual
a la suma del doble de la paralela mayor mds la menor con el
doble de la menor mds la mayor de las paralelas.

Sea ABF'A un trapecio con los lados AA, BI paralelos, y
tracese EZ que una los puntos medios de AA, BI'.
Es evidente que el centro {de gravedad) del trapecio estd en

la recta EZ. Pues si prolongas las rectas TAH, ZEH, BAH, es |

evidente que llegardn al mismo punto, y el centro de gravedad
del trigngulo HBI estard en la recta HZ y, de manera semejante,
el centro de gravedad del tridngulo AHA en la recta EH [Prop.
13] y por tanto el centro de gravedad del resto del trapecio
ABT'A estard en la recta EZ [Prop. 8]. Una vez trazada BA,
cortesela en tres partes iguales por los puntos K, @, y por esos
puntos tracense las rectas AOM, NKT paralelas a BI', y trdcen-

SOBRE EL EQUILIBRIO DE LAS FIGURAS PLANAS 101

se AZ, BE, OZ. Entonces, el centro de gravedad del tridngulo
ABT estari en la recta @M, puesto que OB es la tercera parte de
BA®.Y el centro de gravedad del tridingulo ABTI estd en la recta
AZ {Prop. 13]. De manera que el punto Z es el centro de grave-

dad del tridngulo indicado. Por el mismo razonamiento, tam-
bién el punto O es el centro de gravedad del tridngulo ABA.
Luego el centro de gravedad de la magnitud compuesta por los
tridngulos ABA, BAI' —que es el trapecio— estd en la recta
OZ.Y el centro de gravedad del trapecio indicado est4 también
en larecta EZ; de manera que el punto I1 es el centro de grave-
dad del trapecio ABI'A. Y el tridngulo BAT guarda con el ABA
la razén de OIT a IT= [Props. 6 y 7]. Pero el tridngulo BAT es
al tridngulo ABA como BI' a AA [Elem. VI 1],y Olles a[1E
como PIT a I1X. Por tanto, BI" es a AA como PIT a [1Z, De
modo que también dos (veces) BI' mds AA es a dos {veces) AA
mds BT como dos {veces) PIT mas [1Z es a dos {veces) [IZ m4s
[1P. Pero dos (veces) PIT més I1X es la suma ZPI1, esto es, I1E,
y dos {veces) I1Z mds I1P es la suma PZI], esto es, [TZ.
Luego ha quedado demostrado lo propuesto.

# [Y M8 ha sido trazada por el punto 8 paralela a la base],
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PROPOSICION 1

Si dos dreas comprendidas por una recta y una pardbola,
que podemos aplicar a la recta dada®, no tienen el mismo centro s
de gravedad, el centro de gravedad de la magnitud compuesta
porambas estard sobre la recta que une sus centros de gravedad
cortando la recta mencionada de manera que sus segmentos 10
sean inversamente proporcionales a las dreas.

Sean AB, I'A dos dreas como se ha indicado y sean sus cen-
tros de gravedad los puntos E, Z, y guarde Z® con OF la razén
que guarda AB con T'A.

. [ .
z
4 ;

7 CHE
7 { I
77X
Se ha de demostrar que el punto © es el centro de gravedad 15
de 1a magnitud compuesta por las dos dreas AB, TA. 166

! «Aplicar un drea a una recta dada» consiste en construir un rectdngulo
del drea indicada usando la recta dada como uno de los lados del rectdngulo. La
construccién pedida deriva de Cuadratura de la pardbola 17,
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Sean cada una de lasrectas ZH, ZK iguales a E®, y EA igual

a Z® —es decir, a HE—. Por tanto A® también serd igual a
K®, y ademas AH serd a HK como AB aT'A. Pues cada una es
el doble de cada una. Apliquese a la recta AH el drea de AB por
ambos lados de AH de modo que el rectdngulo MN sea igual al
AB. Entonces el punto E ser4 el centro de gravedad de MN;
complétese el rectdngulo NZ, y MN guardard con N= la razén
que guarda AH con HK. Y también el 4rea AB guarda con TA
larazén de AH a HK. Y entonces AB es a 'A como MN a NE;
y lo mismo tomando la proporcién en alternancia®. Luego el
drea AB es igual a MN. Luego también I'A es igual a NZ, y su
centro de gravedad es el punto Z. Y puesto que Ia recta A® es
igual a ®K v la recta entera AK corta por la mitad a los lados
opuestos, el punto © es el centro de gravedad del rectingulo en-
tero I'IM. Pero MI1 es igual a la suma de las dos dreas MN, NZ.

De modo que el punto @ es también el centro de gravedad
del drea compuesta por las dos AB, T'A.

ProposiciON 2

Si en un segmento comprendido por una recta y una pardbo-
la se inscribe un tridngulo que tenga la misma base que el seg-
mento e igual altura, y de nuevo en los segmentos restantes se
inscriben tridngulos que tengan las mismas bases que los seg-
mentos ¢ igual altura, y sucesivamente se inscriben tridngulos
en los segmentos restantes del mismo modo, digase que 1a figu-
ra resultante estd inscrita propiamente’.

Es evidente que, en la figura asi inscrita, las rectas que unen

* Cf. vol. 1, Introduccion, pdg. 51.

3 Gr. gnorimos engrdphein. La expresion que Arquimedes define aqui no
encontré uso en la matematica griega fuera de este tratado y el Comentario de
Eutocio al mismo.
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los vértices de los dngulos mds proximos al vértice del segmen-
10 y (las que unen) los contiguos serdn paralelas a la base del
segmento y serdn cortadas por la mitad por el didmetro® del
segmento y cortardn al didmetro en la razon de los niimeros
impares sucesivos, atribuyendo la razon 1 al vértice del seg-
mento. Esto se demostrard en su orden correspondiente’.

Y sien un segmento comprendido por una recta 'y una pardbola
se inscribe propiamente una figura rectilinea, el centro de grave-
dad de la figura inscrita estard en el didmetro del segmento.

Sea el segmento ABI como se ha dicho, e inscribase en €l
propiamente una figura rectilinea AEZHB®IKT.

B
& "

A7 T\
4

Z7 ) 4

Se ha de demostrar que el centro de gravedad de la figura
rectilinea estd en la recta BA.

Puesto que el centro de gravedad del trapecio AEKT estd en
la recta AA, vy el centro del trapecio EZIK estd en la recta MA,

y el centro del trapecioc ZH®I estd en larecta MN, y el centrode.

* En Sebre convides y esferoides (246, 16-18) Arquimedes explica: «Lla-
mo didmetro en todo segmento {de seccién conica) a la recta que corta por la
mitad todas las rectas trazadas paralelas a su base»; ¢f. vol. I, Introduccion,
pig. 47.

* Estas demostraciones no figuran en las obras conservadas.
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gravedad del tridngulo HB® est4 en la recta BN, es evidente »
que también el centro del gravedad de la figura rectilinea entera |

esté en la recta BA.

PropPOSICION 3

Si en cada uno de dos segmentos semejantes comprendidos
por una recta y una pardbola se inscribe una figura rectilinea 1
propiamente y si las figuras rectilineas inscritas tienen el mismo |
niimero de lados, los centros de gravedad de las figuras rectilineas 3

cortan de modo semejante a los didmetros de los segmentos.

X

Sean dos segmentos ABI", ZOTI1 e inscribanse en ellos figu-

Vi

15 ras rectilineas propiamente y tengan el niimero de lados igual

unay otra, y sean los didmetros de los segmentos las rectas BA,
OP, y tricense las rectas EK, ZI, HO y las rectas T, YO, X'¥.
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Entonces, puesto que la recta BA es cortada por las paralelas
en 1a razén de la serie consecutiva de los nimeros impares, €
(igualmente) la recta PO, y sus segmentos® son iguales en nd-
mero, es evidente que los segmentos de los didmetros guardarin
la misma razén y que las paralelas guardardn la misma razén’.
Y los centros de gravedad de los trapecios AEKI" y EXTIT esta-
r4n sobre las rectas AA, QP dispuestos de manera semejante,
puesto que las rectas AI', EK guardan la misma razén que las
rectas EI1, ZT. Y, de nuevo, los centros de gravedad de los tra-
pecios EZIK, ZYO®T dividirdn de modo semejante a las rectas
AM y Q7, vy los centros de gravedad de los trapecios ZH®I,
YX W dividirdn de manera semejante a las rectas MN, G® y los
centros de gravedad de los trisngulos HB®, XOW estardn dis-
puestos de manera semejante en las rectas BN, OC —en efecto,
los trapecios y los tridngulos guardan la misma razén.

Es evidente por tanto que el centro de gravedad de toda la fi-
gura rectilinea inscrita en el segmento ABI corta a BA de ma-
nera semejante a como el centro de gravedad de la figura inscri-
ta en el segmento ZOTT {corta} a OP. Que es lo que habia que
demostrar.

PROPOSICION 4

El centro de gravedad de todo segmento comprendido por
una recta y una pardbola estd en el didmetro del segmento.

¢ «Los segmentos de as rectas BA, PO», se entiende.
7 Puesto que, en aplicacién de la prop. 2,
BN:NM:MA:AA=1:3:5:7=06:0G%: a0 : QP,

entonces BN: BM:BA:BA=1:4:9:16= OG:0%:0Q:0P.

Y en aplicacion de Cuadrat. pardb. 3,
HN*:ZM2:EAZ: AA’=BN:BM:BA :BA=0G: 0% : 00Q: OP=XG: T»?
P X0 EPR

Portanto, HO : ZI : EK : AT = XYW : YO : T : EI. (Nota de Heiberg.)
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Sea ABI un segmento como se ha dicho, cuyo didmetro
sea BA.

Se ha de demostrar que el centro de gravedad del segmento
indicado estd en la recta BA.

Pues si no, sea el punto E, y trdcese por é] EZ paralela a BA,
e inscribase en el segmento el tridngulo ABI” que tenga la mis-
ma base e igual altura, y guarde el tridngulo ABI" conel drea K
la razén que guarda I'Z con ZA. Inscribase ademds propiamen-
te una figura rectilinea en el segmento de manera que los seg-
mentos que quedan en torno sean menores que K. Y el centro de
gravedad de la figura inscrita estd en la recta BA. Sea ©, y trd-
cese la recta ®F y prolénguese y tracese ['A paralela a BA.

4 a4z Ir

Entonces es evidente que la figura rectilinea inscrita en el
segmento guarda con los segmentos que quedan una razén ma-
yor que ¢l tridngulo ABI con el 4rea K. Pero el tridngulo ABT
es a K como la recta I'Z a la ZA. Por tanto, también la figura
rectilfnea inscrita guarda con los segmentos que quedan en tor-
no una razén mayor que I'Z con ZA —es decir, que AE con
E®—. Guarde entonces ME con E® la misma razén que la fi-
gura rectilinea con los segmentos. Puesto que el punto E es el
centro de todo el segmento y © el de la figura rectilinea inscrita
en él, es evidente que el centro de gravedad de 1a magnitud res-
tante compuesta de los segmentos que quedan en torno estd en
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la prolongacién de la recta OF una vez tomada de ella una recta
que guarda con @F la razén de la figura rectilinea inscrita con
los segmentos que quedan en torno. De manera que el punto M
serfa el centro de gravedad de la magnitud compuesta por los
segmentos que quedan en torno. Lo cual es imposible, pues to-
dos los segmentos que quedan en torno estardn hacia el mismo
lado de la recta trazada paralela a BA pasando por M.

Luego es evidente que el centro de gravedad estard en la
recta BA.

PROPOSICION 5

Si en un segmento comprendido por una recta y una pardbola
se inscribe propiamente una figura rectilinea, el centro de grave-
dad del segmento entero estard mds cerca del vértice del segmen-
to que el centro {de gravedad) de la figura rectilinea inscrita.

Sea ABI un segmento como se ha dicho, y su didmetro AB,
e inscribase en él propiamente un primer trigngulo ABT, y ¢6r-
tese BA por el punto E de manera que BE sea ¢l doble de EA.
Entonces el punto E es el centro de gravedad del tridngulo ABT'.
Cértense por la mitad cada una de las rectas AB, BI" por los
puntos Z, H; y por los puntos Z, H trécense ZK, AH paralelas
aBA.

Entonces el centro de gravedad del segmento AKB estard en
la recta ZK [Prop. 4], mientras que el centro de gravedad del
segmento BI'A estar4 en la recta HA. Sean® los puntos ©, I, y
tricese la recta ®1. Y puesto que ®ZHI es un paralelogramo
y NH es igual a ZN, entonces también X© es igual a XI. De
modo que el centro de gravedad de la magnitud compuesta por
ambos segmentos AKB, BAT es el punto medio de ©I°, esto es,

& Entiéndase: «los centros de gravedad de los segmentos mencionados».
¢ [Puesto que los segmentos son iguales].
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el punto X. Puesto que el punto E es el centro de gravedad del
tridgngulo ABT y el punto X el de la magnitud compuesta por los |
dos segmentos AKB, BAT, es evidente que el centro de grave- }
dad de todo el segmento ABT est4 sobre la recta XE, es decir, ]
entre los puntos X, E. De modo que estarfa m4s cerca del vérti-
ce del segmento el centro de gravedad del segmento entero que

el del tridngulo inscrito propiamente.

B

V. | ¥ r

Inscribase de nuevo en el segmento propiamente una figura §
rectilinea pentagonal AKBAT y sea BA el didmetro del segmen-
to entero y sean KZ, AH los didmetros de cada uno de los seg-
mentos'®. Sea pues el punto @ el centro de gravedad del segmen- |
toy el punto I el del tridngulo y, a su vez, sea el punto M el centro |
de gravedad del segmento BAT y N el del tridngulo. Y el punto |

X ser4 el centro de gravedad de la magnitud compuesta por los

dos segmentos AKB, BAT', y el punto T el de la magnitud com- |

puesta por los dos tridngulos AKB, BAT.

Entonces, puesto que a su vez el punto E es el centro de |

gravedad del tridngulo ABT y el punto X el de los dos segmen-
tos AKB, BAT, es evidente que el centro de gravedad del seg-

" [Y puesto que en el segmento AKB se ha inscrito propiamente una figura
rectilinea, estd mds cerca del vértice el centro de gravedad del segmento ente-
ro que el de la figura rectilinea).
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mento ABI" entero estd sobre la recta XE cortada de tal modo
que el segmento de ésta'! que tiene por extremo el punto X 1s2
guarde con el segmento menor la misma razén que la que guar-

Z

A >4 I

da el tridngulo ABI" con la suma de los segmentos AKB, BAT.
Y el centro de gravedad del pentdgono AKBAI estd sobre la s
recta ET cortada de tal manera que el segmento de ésta'® que
tiene por extremo el punto T guarde con el restante la misma
razén que la que guarda el tridngulo ABT con los tridngulos
AKB, BAT. Puesto que el tridngulo ABI" guarda con {la mag- 1o
nitud compuesta por) los tridngulos KAB, ABI” una razén ma-
yor que con (la magnitud compuesta por) los segmentos, es
evidente que el centro de gravedad del segmento ABI estd més
cerca del vértice B que el de la figura rectilinea inscrita.

Y cabe el mismo razonamiento para todas las figuras recti-
lineas inscritas propiamente en los segmentos.

PROPOSICION 6 15
Dado un segmento comprendido por una recta y una pard-
bola, es posible inscribir en el segmento propiamente una figu-

ra rectilinea de manera que la recta {que queda) entre los cen-

i1 «El segmentoe de la recta XE», se entiende.
2 «El segmento de la recta TE», se entiende.
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tros de gravedad del segmento y de la figura rectilinea inscrita |

sea menor que cualguier recta propuesta.

Sea dado un segmento ABT como se ha dicho, cuyo centro §
de gravedad sea @ e inscribase en él propiamente el tridngulo |
ABI, y sea Z la recta propuesta, y guarde el tridngulo ABI con
el drea X la misma razén que B® con Z. Inscribase en el seg-
mento ABT propiamente una figurarectilinea AKBAT demodo
que los segmentos que quedan
en torno sean menores que el
drea X, y sea E el centro de §
gravedad de la figura rectili-

A t
X
B nea inscrita.

menor que la recta Z.

Pues sino, o bienes igual o
es mayor. Puesto que la figura
rectilinea AKBAT guarda con
los segmentos que quedan en
torno una razén mayor que la
del tridngulo ABI con el area
X —es decir, que la de ®B con Z— también BO guarda con Z
una razén no menor que la que guarda con ©E, por no ser menor
OE que Z; entonces con mds razén la figura rectilinea AKBAT
guarda con los segmentos que quedan en torno una razén mayor
que la de BO® con @E; de modo que si hacemos que otra recta sea
a ©F como la figura rectilinea AKBAT es a los segmentos que
quedan en torno', serd mayor que ©B. Guarde esa razén HO
con OE. Por tanto el punto H es el centro de gravedad de la
magnitud compuesta por los segmentos que quedan en torno; lo

" [Puesto que @ es el centro de gravedad del segmente ABT, una vez pro-
longada E@y tomada de ella una recta que guarde con E® la misma razén que
la figura rectilinea AKBAI con los segmentos que quedan en torno).

Digo que la recta OF es {
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que es imposible, pues estdn hacia el mismo lado de la recta'®
trazada paralela a AT por el punto H.

Por tanto es evidente que la recta ©F es menor que laZ. 'Y
esto es 1o que habia que demostrar.

PROPOSICION 7

Los centros de gravedad de dos segmentos semejantes com-
prendidos por una recta y una pardbola cortan a los didmetros
en la misma razon.

Sean ABT, EZH dos segmentos como se hadicho, cuyos didme-
tros sean BA, Z©, y seael punto K el centro de gravedad del segmen-
to ABT,y Aelde EZH.

Se ha de demostrar
que los puntos K, A cor-
tan a los didmetros en la
misma razén. 4 P

Pues si no, sea ZM a \

M® como KB a KA, ¢ Ve
inscribase propiamente en 5 29
el segmento EZH una fi-
gura rectilinea de modo x
que la recta que queda en-
1 centro'® del segmen-
tre el centro’™™ del seg A ~ I

to y el de la figura rectili-
nea inscrita sea menor que AM, y seael centro de gravedad de la
figura inscrita el punto Z, ¢ inscribase en el segmento ABI una
(figura rectilinea) semejante a la'® del segmento EZH!".

4 [En el segmento].

1% «De gravedad», se entiende.

¥ [Figura rectilinea inscrita).

17 [Es decir, propiamente, de manera similar).

30

186

15



114 ARQUIMEDES

25 El centro de gravedad de ésta estd mds cerca del vértice que
el del segmento. Lo cual es imposible [Prop. 5].
Por tanto es evidente que BK guarda con KA la misma razén
que ZA con AO.

PRroPOSICION 8

30 El centro de gravedad de todo segmento comprendido por’
188 una recta y una pardbola corta al didmetro del segmento de |
modo que la parte de éste que estd hacia el vértice del segmento |
es una vez y media la parte del mismo que estd hacia la base.

5 Sea el segmento ABI” como se ha dicho y sea BA su didme- |
tro y el punto © su centro de gravedad.

Se ha de demostrar que B® es una vez y media GA.

Inscribase propiamente en el segmento ABT el tridngulo |

ABT, cuyo centro de gravedad sea E, y cértense por la mitad

10 cada una de las rectas AB, BT, y tricense KZ, HA. Y ésas son

los didmetros de los segmentos AKB, BATI". Sea entonces el |

punto M el centro de gravedad del segmento AKB, y el punto N |

el de BAT, y tricense ZH, MN, KA.

B
xﬁ\
VAT AN

V4
Z

M

©

A

y
> 744

Por tanto, el punto X es el centro de gravedad de la magni-
15 tud compuesta por ambos segmentos. Puesto que BO es a A

SOBRE EL EQUILIBRIO DE LAS FIGURAS PLANAS 115

como KM a MZ y, por composicidn y tomando la proporcién en
alternancia'®, BA es a KZ como A® a MZ y, por otro lado, BA
es el cuddruple de KZ —pues esto se demuestra al final, donde
figura el signo & —, entonces A® también es el cuddruple de
MZ. De modo que también la restante BO es el cuddruple de la
restante KM, es decir, de £X. Y por tanto la suma de las restan-
tes BE, X© es el triple de £X. Sea BX el triple de £Z.Y enton-
ces XO también es el triple de ZX. Y puesto que BA es el cud-
druple de BX —pues también eso se demuestra— y, por otro
lado, BE es el triple de £E, entonces ZB es la tercera parte de
BA.Y también EA es la tercera parte de AB, puesto que el pun-
to E es el centro de gravedad del tridngulo ABI'. Y entonces la
recta restante ZE es la tercera parte de BA. Y puesto que el pun-
to @ es el centro de gravedad del segmento entero, mientras que
el centro de gravedad de la magnitud compuesta por los dos
segmentos AKB, BAT es el punto X y el del tridngulo ABT el
punto E, entonces el tridngulo ABI ser4 a los segmentos restan-
tes como X© a OF. Y el tridngulo ABT es el triple de los seg-
mentos'®; luego X© es el wriple de OE. Y se habia demostrado
que X@ era también el triple de XZ; luego ZE es el quintuple de
E® —es decir, AE el quintuple de E®, pues es igual aella—; de
manera que A® es el séxtuple de ®E. Y BA es el triple de AE;
luego B® es una vez y media ®A.
Que es lo que habia que demostrar.

PRrOPOSICION 9

Y si cuatro lineas estdn en proporcién continua y con la ra-
z6n que guarda la menor con el exceso en que la mayor excede

18 L .a composicion de una razén consiste en tomar el antecedente mds el
consecuente como una sola magnitud en relacidn con ¢l consecuente; para las
proporciones tomadas en alternancia, ¢f. vol. I, Introducci6n, pag. 52.

8 [Puesto que el segmento entero es cuatro tercios del trigngulo ABI\.
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a la menor se toma una recta que guarde esa razén con los tre.yg
quintos del exceso en que excede la mayor de las proporciona- 1
les a la tercera, y con la razon que guarda la recta igual al do-1
ble de la mayor de las proporcionales mds el cuddruple de la
segunda, mds el séxtuplo de la tercera mds el triple de la cuarta }
con una recta igual al quintuple de la mayor mds el décuplo de |
la segunda mds el décuplo de la tercera mds el quintuple de la |
cuarta se toma una recta que guarde esa razon con el exceso en
gue la mayor de las proporcionales excede a la tercera, la suma
de las dos rectas tomadas serd dos quintos de la mayor ™. :

Sean cuatro lineas proporcionales AB, BI', BA, BE, y guar-
de ZH con los tres quintos de AA la razén que guarda BE con }
EA; y guarde HO con AA larazén que guarda una recta igual a |
la suma del doble de AB més el cuddruple de BI' mds el séxtu-

™ |_a proposicion 9 tiene carécter de lema; en otros tratados —Conoides y §
esferoides, Espirales—, Arqufmedes anticipa estas demostraciones auxiliares ]
del tratado, aunque aquf considere que su lugar adecuado es inmediatamente |
antes de la proposici6n en que ha de usarla. HEATH (op. cit., pag. 216) ofrece -
la prueba en expresion algebraica; DUKSTERHUIS (op. cit., pdg. 356), al presen- §
tar las proposiciones 9 y 10, hace ver que comparte su opinion, y se expresaen
los siguientes términos: «tal como estdn (scil. “las proposiciones 9y 10™), son |
casi la cosa més indigesta de todas las matemdticas griegas: en la proposicién
9 se formula como teorema la reduccién de una expresion dada, que se presen-
ta en la proposicién 10, y se prueba sintéticamente antes de que tengamos j
ninguna idea de los motivos para ocuparse precisamente de esta complicada |
cuestién. No llegamos a conocer estos motivos hasta que encontramos que el |
argumento de la proposicién 10, asimismo perfectamente sintético, conduce a
la expresién en cuestidn». A continuacién, Dijksterhuis resume las dos propo- §
siciones €n un tnico argumento analitico (pags. 356-360).

Lo que Arquimedes propone es lo siguiente: si tenemos cuatro lineas en
proporcién A, B, C, D, de las que A es la mayor y D, la menor, hay que haliar
dos rectas x e y que cumplan que

D:(A-D)ux:35(A-O)
yque
2A4+4B+6C+3D:5A+10B+10C+5D 1y (A-C)
Una vez determinadas x e y se cumplird que x + y = 2/5 A,
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plo de BA més el triple de BE con una recta igual a la suma del
quintuple de AB més el décuplo de I'B mds ¢l décuplo de BA
mis el quintuple de BE.

Se ha de demostrar que Z® es los dos quintos
de AB.

Puesto que AB, BT, BA, BE son proporcionales®,
también AT, TA, AE estdn en la misma razén®, y la
suma de AB, BT guarda con BA —es decir, el doble
de la suma de AB, BT con el doble de BA— la misma
raz6n que AA con AE, y también® la suma de AB, BI'
con EB y todos con todos*. Por tanto AA guarda con
AE la misma razén que la recta igual a la suma del
doble de AB més el triple de T'B mds AB con una 2+
recta igual a la suma del doble de BA mds BE; y la 10
razén que guarda una recta igual a la suma del doble +E
de AB mds el cuddruple de BI" mds ¢l cuddruple de -
BA mds el doble de BE con la recta igual a la suma
del doble de AB mds EB serd la que guarde AA con
una recta menor que AE.

Guérdela con AO. Y la suma de ambas® guardard con las
primeras la misma razén: por tanto, OA guardard con AA la
misma razén que una recta igual a la suma del doble de AB més
¢l cuddruple de I'B mds el séxtuplo de BA més el triple de BE
con la recta compuesta del doble de 1a suma de AB, EB més el
cuddruple de la suma de I'B. BA.

Y AA también guarda con H® la misma raz6n que el quin-
tuple de la suma de AB, BE junto con el décuplo de la suma de

A4

+B

21 Ha de entenderse que lo son en proporci6n continua: AB: BI':: BT : BA
: BA:BE.

2 BEs decir, A" : A TA: AE.

3 Sobreentiéndase: «guardan esa razén».

% Entiéndase: «(la suma de) todos (los antecedentes) con {la suma de) to-
dos (los consecuentes)».

¥ «Ambas»: AAy AO.
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I'B, BA con la recta compuesta por el doble de AB més el cué-

druple de I'B més el triple de EB més el séxtuplo de BA.

Si se ordenan las razones de modo disfmil —es decir, en}

proporcién perturbada®— y se toma la proporcién ex aequali,
OA guarda con HO la misma raz6n que el quintuple de la suma
de AB, BE junto con el décuplo de la suma de T'B, BA con la

recta compuesta por ¢l doble de la suma de AB, BE més el cué-|

druple de la suma de I'B, BA.

Pero la recta compuesta por el quintuplo de 1a suma de AB, |
BE junto con el décuplo de 1a suma de I'B, BA guarda con la

compuesta por el doble de la suma de AB, BE mis el cuddruple

de la suma de I'B, BA la razén de cinco a dos. Por tantc AO

guarda con H® la razén de cinco a dos.

A la vez, puesto que OA guarda con AA la misma razén que |
(la suma de) EB mds el doble de BA con una recta igual a la ;
compuesta por el doble de la suma de AB, BE mis el cuddruple |
de la suma de I'B, BA, y, por otro lado, AA es a AE como la -

recta compuesta por el doble de AB més el triple de I'B m4s BA

es a una recta igual a {la suma de) EB mi4s el doble de BA, en- |

tonces, puesto que las razones estdn ordenadas de modo disimil

—es decir, en proporcion perturbada,— (por la propiedad) ex |

aequali, OA es a AE como el doble de AB junto con el triple de
BI' mds BA es a la recta compuesta por el doble de la suma

de AB, BE mis el cuddruple de I'B, BA. De manera que también |
OE es a EA como la suma de TB més el triple de BA més el |

doble de EB es al doble de la suma de AB, BE m4s el cuédruple
de la suma de T'B, BA.

Ademds AE es a EB como AT a I'B, puesto que también por

* Hay motivos para dudar de la pureza del texto: dado que se repite dos

veces la misma indicaci6n utilizando la primera vez la terminologfa arquime-
dea («de modo disfmil») y la segunda la euclidiana («en proporcién perturba-
da»), la expresién entre rayas podrfa tener carfcter de glosa. Cf ARQUIMEDES,
Sobre los conoides y esferoides, Prop. 29, 414, 2 y n. 115 en vol. I, pag. 340.
Para la expresion ex aequali, ¢f. vol. 1, Introduccién, pdgs. 52-53.
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composicién?, v el triple de 'A es al triple de AB como ¢l doble
de AE es al doble de EB. De modo que también larecta compues-
ta por AI" més el triple de I'A mds el doble de AE la guarda® con
la compuesta por I'B m4s el triple de AB mis el doble de EB.

Asi, estando de nuevo las razones ordenadas de modo disi-
mil —es decir, en proporcién perturbada—, (por la propiedad)
ex aequali EQ guardard con EB la misma razén que AT mds el
triple de A més el doble de AE con (la recta) doble de la suma
de AB, BE junto con ¢l cuddruple de la suma de I'B, BA. Por
tanto, la recta entera OB guarda con BE la misma razén que la
recta igual al triple de AB mds ¢l séxtuplo de I'B mis el triple
de BA con el doble de la suma de AB, BE mis el cuddruple de
lasuma de I'B, BA.

Y puesto que las rectas EA, A", TA estén en la misma razén
y también cada una de las sumas de EB més BA, de AB més BI'
y de T'B més BA, también EA serd a AA como la suma de EB,
BA ala suma de AB, BI" més la suma de I'B, BA®.

Por tanto, también por composicién AE es a AA como la
suma de EB, BA mds la suma de AB, BI' y més la suma de 'BA
—Jo cual es la suma de EBA mds ¢l doble de 1a suma de ABI'—
¢s a la suma de BA, BA mds el doble de BT.

De modo que también el doble guardara con el doble 1a mis-
ma razén: es decir, que como EA es a AA asiserd el doble de la
suma de EBA mds el cuddruple de la suma de TBA al doble de
la suma de ABA més el cuddruple de I'B.

De modo que también EA es a los tres quintos de AA como
la recta compuesta por el doble de la suma de ABE mds el cud-
druple de la suma de I'BA alos tres quintos de la recta compues-
ta por el doble de la suma de ABA més el cuadruple de I'B.

Pero EA es a los tres quintos de AA como EB a ZH. Y, por

¥ Entiéndase: «puesto que también por composicién AB es a EB como AB
al'B».

% Entiéndase: «la razén de AE a EB».

Y Esdecin EA: ATt AT:TA:EB+BA:AB+BI':: AB+BI':TB+BA.
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tanto, EB es aZH como el doble de la suma de ABE mis el cus- ]
20 druple de la suma de ABT a los tres quintos de la recta compues-

ta por el doble de la suma de ABA mis el cuddruple de I'B.

Y se habia demostrado que OB era a EB como el triple de la
suma de ABA mds el séxtuplo de I'B al doble de la suma de

25 ABE mis el cuddruple de la suma de T'BA.

Y por tanto, ex aequali, OB es a ZH como la recta compues- “
202 ta por el triple de la suma de ABA mis el séxtuplo de I'B a los |
tres quintos de la recta compuesta por el doble de la suma de |

ABA mis el cuddruple de T'B.

5 Pero la recta compuesta por el triple de la suma de ABA més §
el séxtuplo de I'B guarda con la recta compuesta por el doble de |
la suma de ABA més el cuddruple de I'B la razén de tres a dos, }
mientras que con los tres quintos de la misma* guarda larazén ;

de cince a dos.

10 Y se habfa demostrado que también AO guarda con H® la |
razén de cinco a dos. Luego la recta BA entera guarda con larec- |

ta Z0 entera la razén de cinco a dos,

Y si eso es ast, ZO es dos quintos de AB. Que es es lo que §

habfa que demostrar. :

Proprosici6N 10

15 En todo tronco restado de una pardbola, el centro de gra- |

204 vedad estd en la recta que es el didmetro del tronco situado del
modo siguiente: dividida la recta en cinco partes iguales, en
la quinta parte central, de modo que su segmento mds proximo
a la base menor del tronco guarde con el segmento restante la

s misma razon que la que guarda el sélido que tiene por base el
cuadrado construido sobre la mayor de las bases del tronco ¥y
por altura una recta igual a la suma del doble de la menor de

% «La misman» se refiere al «doble de la suma de AB més BA més el cud-
druple de I'B».
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las bases mds la mayor con el sélido que tiene por base el cua-
drado construido sobre la menor de las bases del tronco y por
altura una recta igual a la suma del doble de la mayor de ellas 10

mds la menor.

Sean en una pardbola dos rectas AT, AE, y sea BZ ¢l dién}e-
tro del segmento ABI" —es evidente también que HZ es el .dxé- 15
metro del tronco AAEI'—. Y, cortada la recta HZ en cinco
partes iguales, sea @K la quinta parte central, y guarde ®I con
1K la misma raz6n que la que guarda el s6lido que tiene por base
el cuadrado de lado AZ y por altura unarecta igual alasumadel 20
doble de AH mas AZ con el-sélido que tiene por base el cuadra-
do de lado AH y por altura una recta igual a la suma del doble de
AZ més AH.

Se ha de demostrar que el punto I es el centro de gravedad 25
del tronco AAET. '

Sea MN igual aZB, y NO igual a HB, y témese NE, media 206
proporcional de las rectas MNO, y la cuarta proporcional m32;
y como TM es a TN, asi sea Z© a una recta a partir de I, caiga

M_£or N

A

4 z 7

donde caiga el otro punto —pues es indiferente que esté entre s
Z,H o entre H, B; {pongamos que sea) IP.

3 [Y que AT, AE son paralelas a la tangente a la pardbola en el punto B).
32 Es deci'r, «de MN, NO, NE».
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Y puesto que ZB es un didmetro en un segmento de pardbo- §

la, 0 bien BZ es el didmetro principal de la pardbola® o bien ha §

10 sido trazada paralela al didmetro, y las rectas AZ, AH son cuer-
das conjugadas al didmetro®, puesto que son paralelas a la tan- .

gente a la pardbola en el punto B.

Siesto es asi, AZ es a AH en potencia® como ZB es aBH en ]

longitud, esto es, como MN a NO. Y MN es a NO en longitud

15 como MN a NE en potencia. Y, por tanto, AZ es a AH en poten-

cia como MN a NE en potencia. De modo que también en lon-
gitud estdn en la misma razon. Y, por tanto, el cubo de arista AZ

es al cubo de arista AH como el cubo de arista MN al cubo de

20 arista NE. Pero el cubo de arista AZ es al cubo de arista AH como
208 el segmento ABI es al segmento ABE, mientras que el cubo
de arista MN es al cubo de arista N= como MN a NT. De modo
que también, por descomposicidn, el tronco AAEI es al seg-
mento ABE como MT a NT, es decir, como 3/5 de HZ a IP.

5 Y puesto que el s6lido que tiene por base el cuadrado de lado
AZ y por altura la recta compuesta por el doble de AH més AZ
guarda con el cubo de arista AZ la razén del doble de AH mas
AZ con ZA —de modo que también la que guarda el doble de

10 NZ mds NM con NM—, entonces también el cubo de arista AZ
es al cubo de arista AH como MN a NT, y el cubo de arista AH

es al s6lido que tiene por base el cuadrado de lado AH y por
altura la recta compuesta por el doble de AZ m4s AH como AH

15 ala recta compuesta por el doble de AZ mds AH, de modo que

3 Gr. archika 1ds tomds, expresion poco frecuente que, segiin MUGLER,
Dictionnaire de la terminologie mathématique des grecs, carece de valor ter-
minol6gico.

* La definicion figura en ApoLONIO, Conicas | 4: «En toda linea curva que
estd en un plano, llamo didmetro alarecta que, trazada desde la curva, corta por
la mitad a todas las rectas dentro de la curva paralelas a una recta, y llamo vérti-
cedelalinea al extremo de esa recta {es decir, “del didmetro™}enla linea, y digo
que cada una de las paralelas ha sido trazada conjugada al didmetro».

* Comparar rectas en potencia es sindnimo de comparar los cnadrados
construidos sobre ellas, es decir: AZ?: AH? :: ZB : BH. ’
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(ambién estdn en la razén de TN a la recta compuesta por el
doble de ON mds TN, y entonces tenemos cuatro magnitudes
—el sélido que tiene por base el cuadrado de lado AZ y por al-
tura la recta compuesta por el doble de AH mds AZ y el cubo de
arista AZ y el cubo de arista AH y el s6lido que tiene por base
¢l cuadrado de lado AH y por altura la recta compuesta por el
doble de AZ més AH— proporcionales a cuatro magnitudes
tomadas de dos en dos —la recta compuesta por el doble de NE
més NM, y otra magnitud, la recta MN, y otra a continuacion,
larecta NT, y por dltimo la recta compuesta por el doble de NO
maés NT.

Ex aequali, por tanto, resultaré que el sélido que tiene por
base el cuadrado de lado AZ y por altura la recta compuesta por
¢l doble de AH més AZ es al s6lido que tiene por base el cua-
drado de lado AH y por altura la recta compuesta por el doble
de AZ mas AH como la recta compuesta por el doble de NE
més MN es a la recta compuesta por el doble de NO mds NT.
Pero el sélido indicado es al s6lido indicado como @l aIK. Y
por tanto ©I es a IK como la recta compuesta a la recta com-
puesta. De modo que también serdn proporcionales si tomamos
la proporcién en composicién y multiplicamos por cinco los
antecedentes; por tanto ZH es a IK como el quintuple de la
suma de MNT mds el décuplo de la suma de NZ, NO al doble
de ON y NT. Y ZH es a ZK —que es dos quintos de ella®—
como {la recta compuesta por) el quintuple de la suma de MNT
més el décuplo de la suma de ENO a (la recta compuesta por)
¢l doble de suma de MNT més el cuadruple de la suma de ENO.
Entonces, ZH serd a ZI como el quintuple de la suma de MNT
més el décuplo de la suma de ENO a la recta compuesta por el
doble de MN mis el cuddruple de NE més el séxtuplo de ON
ma4s el triple de NT.

Puesto que MN, NE, ON, NT son cuatro rectas en propor-
ci6én continua y NT es a TM como unarecta tomada Plalos tres

36 «ZK = 2/5 ZH», se entiende.

210

20

25



30

212

20

124 ARQUIMEDES

quintos de ZH —es decir, d¢ MO— vy, por otro lado, la recta

compuesta por el doble de NM mis el cuddruple de NZ més el |
séxtuplo de NO mis el triple de NT es a la recta compuesta por |
el quintuple de la suma de MNT més el décuplo de la suma de |
ENOQO como otra recta tomada 1Z es a ZH —¢s decir, a MO— \3\

entonces, por lo dicho anteriormente, PZ serd dos quintos de
MN —es decir, de ZB.

De modo que el punto P es el centro de gravedad del seg-

mento ABT.

Sea ademds el punto X ¢l centro de gravedad del segmento |
ABE. Entonces el centro de gravedad del tronco AAET estard
en la recta trazada como prolongacién de XP que guarde con )
ella®’ la misma razén que guarda el tronco con el segmento res-

tante. Y es el punto I*4, puesto que BP es los tres quintos de ZB

y BX es los tres quintos de HB y, por tanto, XP es los tres quin- |

tos de la recta restante HZ.

Entonces, puesto que el tronco AAET es al segmento ABE
como MT a TN, mientras que MT es a TN como los tres quintos
de HZ —que es XP— ¢s a P1, entonces también el tronco AAET
serd al segmento ABE como XP a PL

Y el punto P es el centro de gravedad del segmento entero,
y el punto X el centro de gravedad del segmento ABE.

Entonces estd claro también que el punto I es el centro de
gravedad del tronco AAET.

¥ Es decir, con XP.
*® Entiéndase: «el que cumple esas condiciones»,
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INTRODUCCION

Frente a la mayor parte de las obras conservadas de Arquime-
des, que, en forma de tratado, tienen por destinatarios a sus cole-
gas matemdticos, el Arerario se nos presenta como una carta
dirigida a un destacado hombre politico, Gelén de Siracusa. Este
personaje, hijo del tirano Hierdn 11 y corregente con él durante
unos veinticinco afios, fallecié en 216 a.C., fecha que nos sirve
como término ante quem para la datacién de la obra. El texto
conserva casi plenamente el dialecto de Siracusa, y ese hecho nos
lleva a pensar que no se cont$ entre los trabajos de Arquimedes
que més interés suscitaron en el mundo bizantino. Su contenido,
de cardcter divulgativo —y es el tinico de los escritos suyos con-
servados al que podemos aplicar ese calificativo—, es resumido
por Arquimedes al principio de la epistola: «Creen algunos, rey
Gel6n, que es infinito en cantidad el mimero de los granos de
arena... Y hay tarnbién algunos que suponen que no es que sea
infinito, sino que no ha recibido nombre ninguna cifratan elevada
que exceda esta cantidad... Pero yo intentaré hacerte ver —me-
diante demostraciones geométricas que podrds comprender—
que algunos de los ndmeros a los que he dado nombre y que he
dado a conocer en los libros que dediqué a Zeuxipo superan no
solo el ndmero de granos de arena igual en magnitud a la Tierra
colmada..., sino también el de un volumen igual al mundo».

El sistema de denominacién de los ndmeros aludido por Ar-
quimedes, del que parece estar tan satisfecho, no tuvo mucho
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éxito, pues no fue adoptado por los matemdticos posteriores,
pero su enorme potencialidad queda bien puesta de relieve en
este trabajo.

La lengua griega carecfa de palabras para expresar nimeros
elevados'. El geémetra puede, en general, pasarse sin los nime-
ros, pero el fisico no. No es de extrafiar, por tanto, que Arquime-
des, interesado en ambas ramas del saber, echase en falta una
nomenclatura con la que poder traducir sus célculos en palabras
de modo claro y conciso.

El tema aparentemente banal de la obra —;a quién se le
ocurre contar los granos de arena?— y su brevedad no deben
llevarnos a creer que carece de interés. Sin duda, no tiene la
valia matemadtica de los grandes tratados?, pero como fuente de
informacién es ciertamente insustituible. Uno de los pasajes
maés curiosos de la obra es el que relata cémo, con una peana y
dos carretes, Arquimedes se construyé una dioptra que le per-
miti6 establecer que el dngulo que ocupa el Sol en la ecliptica
es «menor que una parte del recto dividido en 164 partes, pero
" mayor que una parte del recto dividido en 200 partes», aproxi-
macién mds que razonablemente buena teniendo en cuenta la
humildad de los medios empleados.

Un segundo pasaje digno de especial consideracién es el
relativo a Aristarco y su concepcién heliocéntrica del mundo,
pues es la tnica menci6n precisa y suficientemente amplia de
esta hip6tesis que encontramos en toda la literatura antigua, y la
que le ha valido a Aristarco el sobrenombre de «el Copérnico de
la Antigiiedad»®. Arquimedes lo menciona para usar su teoria

! §élo contaban con términos patrimoniales hasta myrioi —«diez mil, mi-
riada»— y en compuestos més modernos no iban mds allé de la myrids myrid-
don —«mirfada de mirfadas».

2 Pricticamente todos los teoremas de que se sirve para alcanzar sus resul-
tados figuran entre los mds divulgados de los recogidos en los Elementos de
Euclides.

3 Contemporéneo de Arquimedes mayor que él (circa 310-230 a.C.), su
cronologia se determina gracias a que Ptolomeo menciona su observacién del
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como recurso auxiliar: en su intencién de sorprender al destina-
tario —y a sus restantes lectores potenciales— expresando un
nmimero verdaderamente muy elevado, no se conforma con el
recuento de la arena de la Tierra, una vez colmados «todos los
mares y las oquedades hasta una altura igual a 1a de las més al-
tas montafias», sino que pretende dar el niimero de granos nece-
sario para llenar el mundo. Los astrénomos de su tiempo llama-
ban «mundo» a la esfera que, con centro en el centro de la
Tierra, tenia por radio la recta que iba del centro del Sol al cen-
tro de la Tierra; pero Arquimedes buscard un mundo de dimen-
siones mucho mayores que las generalmente admitidas por sus
contemporédneos. Y aqui es donde entra la hip6tesis de Aristar-
co: segun €1, los astros fijos y el Sol permanecian inmdéviles, y
la Tierra se desplazaba seglin una circunferencia con el Sol
como centro; ademads, la esfera de los astros fijos, situada en
torno al mismo centro que el Sol, era de un tamaiio tal que el
circulo por el que se desplazaba la Tierra guardaba con la dis-
tancia a los astros fijos una raz6n como la que guarda el centro
de la esfera con su superficie.

La afirmaci6n de que la 6rbita de la Tierra en torno al Sol
guarda con la esfera de las estrellas fijas la misma proporcién
que el centro respecto a la esfera no es aceptable geométrica-
mente, objeta Arquimedes: «puesto que el centro de 1a esfera no
tiene ningtin tamaiio, tampoco cabe aceptar que guarde ninguna
razén con la superficie de la esfera»; pero inmediatamente a
continuacién explica que el razonamiento de Aristarco se ha de
interpretar en el sentido de que, «puesto que suponemos que la
Tierra es como el centro del mundo, la razén que guarda la Tie-
rra con lo que nosotros llamamos mundo es la misma razén que

solsticio de verano de 280 a.C. (Almagesto, 3.2). Vitruvio lo alaba como uno
de los pocos hombres que posefan un conocimiento igualmente profundo de las
diversas ramas de la matemdtica; no obstante este juicio favorable, la dnica
obra suya que se nos conserva es ¢l tratado Sobre los tamarios y distancias del
Soly la Luna.
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guarda la esfera en la que est4 el cfrculo segin el cual se supone
que la Tierra se desplaza con la esfera de los astros fijos». Por
mucho que nos parezca hoy —como se lo parecia a los matem4-
ticos antiguos— que la expresion es poco acertada, expresiones
similares aparecen en las obras de Euclides, Gémino, Ptolo-
meo, Cleomedes y en el segundo presupuesto de la obra conser-
vada de Aristarco, 1o que nos hace pensar que se trataba de un
«cliché» de los astrénomos antiguos, lo que explica que Arqui-
medes se avenga con tanta facilidad a aceptar un aserto mate-
méticamente improcedente.

La tercera informacion significativa que aporta la obra nos
lleva a un terreno distinto del de 1a ciencia. Arquimedes nos trans-
mite que un astrénomo, Fidias, habia realizado observaciones y
cédlculos que le llevaron a afirmar que el didmetro del Sol era
doce veces mayor que el de la Luna. La noticia podria no tener
mas interés si no fuera porque ese Fidias era el padre de Arqui-
medes*, 1o que nos permite comprender mejor el interés de Ar-
quimedes por las cuestiones matemdticas y su presencia tempo-
ral en la Alejandria de vida cient{fica animada por el Museo y
sus ilustres visitantes.

* El texto de los mss. presenta en este punto una palabra incomprensible,
axovratpog, que fue corregida por los editores en Gpo® natpéde. La corrup-
cién en los manuscritos por la confusién entre las formas cursivas de k y p
no es rara (¢f REYNOLDS y WILSON, Scribes and Scholars, Oxford, 1968,
cap. 6.viii [trad. esp. A. BRavO, Madrid, Gredos], y este hecho nos permite
deducir que el error en la copia debi6 producirse después del siglo 1X, cuando
se generalizé el uso de la cursiva en los mss.
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I1 Creen algunos, rey Gel6n', que es infinito en cantidad el
nimero de los granos de arena —me refiero no sélo a la que hay
en Siracusay el resto de Sicilia, sino también a la de toda la Tierra
habitada y no habitada—. Y hay también algunos que suponen
que no es que sea infinito, sino que no ha recibido nombre ningu-
na cifra tan elevada que exceda esta cantidad. 2 Esta claro que
quienes opinan as{ considerando la cantidad de granos de arena
reunida en un volumen tan grande como el volumen de la Tierra, si
llenaran con él todos los mares y las oquedades de 1a Tierra hasta
una altura igual a la de las mds altas montafias, podrdn atin mucho
menos decir un ndmero que exceda la magnitud de aquél.

3 Pero yo intentaré hacerte ver —mediante demostraciones
geométricas que podrds comprender-— que algunos de los ni-
meros a los que he dado nombre y que he dado a conocer en los
libros que dediqué a Zeuxipo superan no sélo el nimero de
granos de arena igual en magnitud a la Tierra colmada, como
dijimos, sino también el de un volumen igual al mundo.

4 Te consta que la mayor parte de los astrénomos llaman
«mundo» a la esfera cuyo centro es el centro de la Tierra y cuyo
radio es igual a la recta que hay entre el centro del Sol y el cen-
tro de la Tierra, pues eso ya lo has aprendido de las demostra-
ciones escritas por los astrénomos.

' Cf. Introduccion a este tratado, pag. 127.
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Aristarco de Samos dio a conocer escritos con unas hip6te-
sis en las que resulta, a partir de sus supuestos, que el mundo es |
muiltiplo de lo recién indicado, § pues supone que los astros fi- 1
jos y el Sol permanecen inméviles, y que la Tierra se desplaza |
segin una circunferencia de circulo en torno al Sol, el cual est4
situado en el centro de su curso, y que la esfera de los astros fi- |
j0s, situada en torno al mismo centro que el Sol, es de un tama-
fio tal que el circulo segun el cual supone que se desplaza la |
Tierra guarda con la distancia de los astros fijos una razén como |

la que guarda el centro de la esfera con su superficie.

6 Es mis que evidente que esto es imposible: puesto que el
centro de la esfera no tiene ninglin tamaiio tampoco cabe acep- |
tar que guarde ninguna razén con la superficie de la esfera?. |

Pero hay que admitir que Aristarco razondé asi: puesto que supo-

nemos que la Tierra es como el centro del mundo, la razén que |
guarda la Tierra con lo que nosotros llamamos mundo es 1a mis- |

ma raz6n que guarda la esfera en la que estd el circulo segtin el

cual se supone que la Tierra se desplaza con la esfera de los )
astros fijos, Adapta las demostraciones de los fenémenos® a este |

supuesto y, sobre todo, resulta evidente que supone que la mag-
nitud de la esfera en la que hace que se mueva la Tierra es igual
a lo que nosotros llamamos «mundo»,

7 Afirmamos que, incluso si hubiera una esfera de arenatan §
grande en magnitud como Aristarco supone que es laesferadelas

estrellas fijas, también asi podremos demostrar que algunos de

los mimeros con nombre a los que hacfamos referencia al principio*
exceden en cantidad el mimero de granos de arena que contiene una

magnitud igual a la de la esfera dicha, bajo los siguientes supuestos:

Unica referencia precisa antigua al sistema heliocéntrico de Aristarco;
¢f. laintroduccion a este tratado, pdg. 128.

3 El término «fendémenos» se ha de interpretar en su sentido técnico de
«hechos astronémicos observables»; éstos eran los que los astrénomos griegos
intentaban explicar mateméticarente.

* Es decir, los que Arquimedes habfa dado a conocer en sus escritos a
Zeuxipo.
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8 En primer lugar, que el perimetro de la Tierra es de 300
mirfadas® de estadios y no mayor, aunque algunos® han intenta-
do demostrar, como también tii sabes, que es de 30 mirfadas de
estadios. Pero yo, yendo mds alld y poniendo el tamafio de la
Tierra en el décuplo de lo que opinaban mis predecesores, su-
pongo que es de 300 mirfadas de estadios y no mas’.

Después de esto, que el didmetro de la Tierra es mayor que
el didmetro de la Luna y que el didmetro del Sol es mayor que el
didmetro de la Tierra, asumiendo en esto igualmente lo mismo
que la mayorfa de los astrénomos anteriores.

9 Después de esto, que el didmetro del Sol es treinta veces
mayor que el didgmetro de la Luna y no mds, aunque entre los
astrénomos anteriores Eudoxo hizo ver que era nueve veces ma-

 Aun cuando el DRAE sélo reconoce ¢l significado «cantidad muy gran-
de, pero indefinida» para el término «miriada», es bien conocido del hablante
culto medio el significado «diez mil» que s¢ atribuye al lexema «miria-» en
compuestos en el sistema métrico decimal (valor que también recoge el
DRAE). Més adelante, Arqufmedes usard repetidamente la expresin poprdides
popuéBuwv: traducirla por «decenas de millar de decenas de millar» conduce a
una especie de interminable juego de palabras que sélo contribuye a oscurecer
los pristinos razonamientos del siracusano; de ahf que hayamos optado por
permitirnos esta libertad terminol6gica.

* Para Heiberg, podrfa referirse a Dicearco, el geSgrafo y erudito discipulo
de Aristételes.

7 El estadio, como las demés medidas en la Antigiiedad, era variable depen-
diendo de 1as ciudades; en época cldsica contenia 600 pies, de lo que resulta un
estadio de 192 m (aprox.) si tomamos el pie de Olimpia (320 mm), ode 177,5m
(aprox.) si tomamos €l de Atenas, (295,7 mm). Con esas medidas, los célculos
que Arquimedes nos transmite como habitualmente aceptados en su tiempo
dan un perimetro que oscila entre los 53.250 y los 57.600 km, y diez veces mds
con las cifras que él propone, entre 532.500 y los 576.000 km (;1): la cifra hay
que entenderla en el sentido que €1 mismo indica, de manifiesta exageracién,
con vistas a presentar la potencia del sistema de denominacién de los nimeros
inventado por €1,

El cdlculo que las fuentes antiguas atribuyen a Eratéstenes, 252.000 esta-
dios, arroja unos resultados mucho mé4s préximos a los clculos actuales, entre
44730 y 48.384 km.
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yor; Fidias, mi padre, que doce veces, y Aristarco intenté de-
mostrar que el didmetro del Sol era més de dieciocho veces ma-
yor que el de la Luna, pero menor que veinte veces mas®. Y yo,
yendo también més alld que éste, para que quede demostrado lo
que propongo sin lugar a debate, supongo que el didmetro del
Sol es treinta veces mayor que ¢l didmetro de la Luna, y no més.

10 Ademaés de esto, que el didmetro del Sol es mayor que el
lado del poligono® de mil lados inscrito en un circulo méximo
de los del mundo. Esto lo supongo tras haber descubierto Aris-
tarco que el Sol se nos aparece como un setecientosveinteavo
de un arco del Zodiaco y yo, tras reflexionar sobre esta observa-
cién y recurriendo a instrumentos, intenté tomar del modo que
sigue el dngulo que ocupa el Sol y que tiene por vértice el ojo.
11 Tomarlo de modo preciso no es fécil porque ni la vista ni las
manos ni los instrumentos mediante los cuales ha de tomarse
son fiables para mostrarlo con precisién.

Pero en el momento presente no es oportuno alargarse espe-
cialmente sobre estas cuestiones, puesto que cosas semejantes
han sido sefialadas repetidamente. Para la demostracién de lo
propuesto me basta con tomar un dngulo que no sea mayor que
el dngulo que ocupa el Sol y que tiene por vértice el ojo y des-
pués tomar otro dngulo que no sea menor que el dngulo que
ocupa el Sol y que tiene por vértice el ojo.

12 Tras disponer una regla larga sobre una peana vertical
situada en un lugar desde donde se pueda ver el Sol cuando estd
a punto de levantarse y poner en pie sobre la regla un cilindrito
torneado, inmediatamente después de la aparicién del Sol',

® La relacion real entre los didmetros de la luna y el Sol es, aproximada-
mente, de 1/400. Los célculos de Aristarco se nos han conservado en su tratado
Sobre los tamasios y distancias del Sol'y la Luna (texto y trad. en TH. L. HEATH,
Aristarchus of Samos, 1959 1p.}.

¢ «Poligono regular», se entiende,

1% Era costumbre en la Antigliedad llevar a cabo las observaciones en el
momento de la salida del Sol, dado que no disponfan de medios para proteger-
se la vista.
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cuando éste esté junto al horizonte y se puede mirar de frente,
se vuelve la regla hacia el Sol y se coloca el ojo sobre el extre-
mo de la regla. El cilindro, puesto entre el Sol y el ojo, tapa el
Sol. Apartando entonces!! poco a poco el cilindro de la vista en
el momento en que una pequefia parte del Sol empieza a vis-
lumbrarse por cada lado del cilindro, éste queda fijado. 13 Si
entonces ocurre que la vista empieza a ver desde un punto, una
vez trazadas rectas tangentes al cilindro desde el extremo de la
regla en el lugar en que el ojo estaba fijado, el dngulo compren-
dido por las rectas trazadas es menor que el dngulo que ocupa el
Sol y que tiene por vértice el ojo, porque se ve un poco del Sol
por cada lado del cilindro. Puesto que los rayos visuales ven no
desde un punto, sino a partir de cierta magnitud, se toma una
magnitud redonda no menor que el ojo y poniendo la magnitud
en el extremo de la regla en el lugar en que se habia puesto el
0jo, una vez trazadas rectas tangentes a la magnitud y al cilin-
dro, el 4ngulo comprendido por las tangentes trazadas es menor
que el 4ngulo que ocupa el Sol y que tiene por vértice el ojo.

14 La magnitud que no es menor que el ojo se halla del
modo siguiente: se toman dos cilindros finos del mismo grosor
uno que otro, uno blanco y otro no, y se colocan ante el ojo —el
blanco separado del ojo, el que no es blanco tan cerca del ojo
como sea posible, incluso tocando el rostro—. Si los cilindros
temados son més estrechos que €l 0jo, el cilindro méds préximo
es abarcado por el ojo y por detrés de él se ve el blanco: si son
mucho més estrechos, entero, y si no son mucho més estrechos,
se ven algunas partes del cilindro blanco por cada lado del que
estd més cerca del 0jo; y si estos cilindros se toman del tamafio
adecuado, uno de ellos con su grosor tapa al otro y no més. La
magnitud adecuada para el grosor de los cilindros que cumplen
este requisito no es menor que el ojo.

15 Y el 4ngulo que no es menor que el dngulo que ocupa el
Sol y que tiene por vértice el ojo se toma asi: si sobre la reglilla

1 [Del cilindro}.

30

224

10

20

25

226



21

228

136 ARQUIMEDES

se separa el cilindro del ojo de manera que el cilindro cubra la |

vista del Sol entero, una vez trazadas rectas tangentes al cilindro

desde el extremo de la regla en el lugar en que estaba situado el |
0jo, el dngulo comprendido por las rectas trazadas no es menor §

que el 4ngulo que ocupa el Sol y que tiene por vértice el oio.

16 Midiendo un 4ngulo recto mediante los dngulos as toma- |
dos, el del vértice resulté menor que una parte de las 164 en que

quedaba dividido el recto, mientras que el 4ngulo menor era ma-

yor que una parte de las 200 en que quedaba dividido el recto. Es
evidente por tanto que el dngulo con vértice en el ojo que ocupa |
el Sol es menor que una parte del recto dividido en 164 partes, |

pero mayor que una parte del recto dividido en 200 partes’?,
17 Si se dan por confirmados estos datos, se demuestra que

el didmetro del Sol es mayor que el lado del poligono de mil )
lados inscrito en el circulo maximo de los {de la esfera) del

mundo.

Considérese trazado un plano que pase por ¢l centro del Sol "
y el centro de la Tierra y por el ojo cuando el Sol estd un pocopor |

encima del horizonte, y corte al mundo el plano trazado segiin el
circulo ABI', y a la Tierra segiin el circulo AEZ, y al Sol segin
el circulo £H, vy sea © el centro de la Tierra y K el del Sol y sea
A el ojo y desde A tricense las rectas AA, AE, tangentes al circu-
1o ZH, y séanle tangentes en los puntos N y T, y desde © trdcen-
se las rectas @M, OO0 y séanle tangentes en X y P, y corten las
rectas ®M, @O al circulo ABT en los puntos A y B.

18 Entonces ®K es mayor que AK, dado que se ha supues-
to que el Sol estd por encima del horizonte'®. De modo que el

2 De los cdlculos de Arquimedes resulta para el Sol una medida angular
entre 27" y 32'1”. La medida angular del Sol en la ecliptica es, en realidad,
variable, dependiendo de la distancia entre el Sol y 1a Tierra en el momento de
1a medicién, pero a la distancia media de la Tierra al Sol se calcula hoy un
didmetro de 31° 59,26,

El 4ngulo del poligono de mil lados inscrito en la circunferencia tiene
21736,

13 Es decir, €l dngulo ®AK serfa recto si el centro K del Sol estuviera exac-

ARENARIO 137

angulo comprendido por AA, AZ es mayor que el 4ngulo com-
prendido por las rectas ®M, ©O [Opt. 24]. Por otro lado, el

angulo comprendido por AA, AE es mayor que un doscientosa-
vo de un recto, pero menor que una parte de un dngulo recto
dividido en 164 partes, pues es igual al 4ngulo con vértice en el
o0jo que ocupa el Sol. De modo que el 4ngulo comprendido por
OM, ©0 es menor que una parte del d4ngulo recto dividido en
164 partes, y la cuerda AB es menor que la cuerda que subtien-
de a un sector de la circunferencia del circulo ABI dividida en
656 partes. 19Y el perimetro de la figura poligonal indicada™

tamente sobre el horizonte (la tangente KA al circulo de centro en © seria per-
pendicular al radio ®A); pero puesto que K estd por encima del horizonte, €l
dngulo ®AK es obtuso; luego, en efecto, ©K > AK.

' Es decir, el poligono de mil lados.
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guarda con el radio del circulo ABI" una razén menor que lade !
44 a 7, porque el perimetro de todo poligono inscrito en un
circulo guarda con el radio una razén menor que lade 44 a 7 |
—ya sabes que hemos demostrado que la circunferencia de |
todo circulo es mayor que el triple del didmetro mas algo menos |
de la séptima parte [Med. circ. 3], y el perimetro del poligono |

inscrito es menor que ella [Esf. cil. 1, corol. alos postulados]—;

por tanto, BA guarda con ®K una razén menorque lade 11 a §
1148. 20 De modo que BA es menor que la centésima parte de |
OK. Y el didmetro del circulo ZH es igual a BA, porque DA, su |

mitad, es igual a KP —pues siendo iguales OK, OA, desde sus
extremos se han trazado perpendiculares que subtienden ¢l mis-
mo 4ngulo.

Asf pues, es evidente que el didmetro del circulo ZH es me-

nor que la centésima parte de QK. Y el didmetro E@Y es menor |
que el didmetro del circulo ZH, puesto que el circulo AEZ es

menor que el circulo ZH [por hipét.]. Por tanto la suma de O,

KX es menor que la centésima parte de ©K. De modo que @K |

guarda con TXZ una raz6én menor que la de 100 2 99. 21Y puesto
que @K no es menor que @P [Elem. 111 8] mientras que LY
es menor que AT, entonces ®F guardarfa con AT una razén
menor que la de 100 a 99.Y puesto que, siendo tridngulos rec-
tdngulos ®KP, AKT, las rectas KP, KT son lados iguales, mien-
tras que ®P, AT son desiguales y ®P es mayor, el dngulo com-
prendido por AT, AK guarda con el angulo comprendido por
©P, ©K una raz6n mayor que la de ®K a AK, pero menor que
la de ®P a AT; —pues si los catetos!® correspondientes de dos
tridngulos rectdngulos son iguales mientras que los otros son
desiguales, el 4ngulo mayor de los adyacentes a los lados de-
siguales guarda con el menor una razén mayor que la mayor de
las hipotenusas con la menor, pero menor que el cateto mayor

'3 Aqui, como un poco més adelante la expresién usada por Arquimedes
para referirse a los catetos es «gramma tdn peri tan orthan gonfan» («recta de
las que estdn en torno al dngulo recto»).
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con el cateto menor'®~—, 22 De modo que el 4ngulo comprendi-
do por AA, AE guarda con el 4ngulo comprendido por @0, @M
una razén menor que ®P con AT, la cual precisamente'” guar-
da una razén menor que la de 100 a 99. De modo que también
el dngulo comprendido por AA, AZ guarda con el 4ngulo com-
prendido por ®M, ©O una razén menor que 1a de 100 a 99.

Y puesto que el dngulo comprendido por AA, AE es mayor
que la doscientosava parte de un recto, el 4ngulo comprendido
por ®M, @O serfa mayor que 99 partes del recto dividido en
veinte mil; de modo que es mayor que una parte del recto divi-
dido en 203. Por tanto la recta BA es mayor que la cuerda que
subtiende a un sector de la circunferencia del circulo ABT divi-
dida en 812 partes.

Y el didmetro del Sol es igual a AB'®; por tanto es evidente
que el didmetro del Sol es mayor que el lado del poligono de mil
lados.

II 1 Supuestos estos resultados, se demuestra también lo
siguiente, que el didmetro del mundo es menor que el didmetro
de la Tierra multiplicado por diez mil y también que el didmetro
del mundo es menor que cien mirfadas de mirfadas de estadios.

Dado gue se ha supuesto que el didmetro del Sol no es ma-
yor que treinta veces el didmetro de la Luna y que el didmetro
de la Tierra es mayor que el didmetro de la Luna, est4 claro que
el didmetro del Sol es menor que treinta veces el didmetro de la
Tierra.

A la vez, puesto que se ha demostrado que el didmetro del
Sol es mayor que el lado del poligono de mil 4ngulos inscrito en
un circulo méximo de los del mundo, esta claro que el perfme-
tro del poligono de mil lados indicado es menor que mil veces

'8 La prueba de este aserto puede deducirse de EucLIDES, Elem. V133,
17 Bs decir, «OP con AT».
18 Hs decir, al didgmetro del circulo ZH.
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el didmetro del Sol. Y el didmetro del Sol es menor que treinta
veces el didmetro de la Tierra; de modo que el perimetro del
poligono de mil lados es menor que treinta mil veces el didme-
tro de la Tierra. 2 Entonces, puesto que el perimetro del poligo-
no de mil lados es menor que treinta mil veces el didmetro de la
Tierra, pero mayor que el triple del didmetro del mundo —pues
se ha demostrado que el didmetro de todo circulo es menor que
la tercera parte del perimetro de cualquier poligono, equildtero
y de mayor mimero de dngulos que el hexdgono, inscrito en el
circulo'®—, el didmetro del mundo seria menor que diez mil
veces el didmetro de la Tierra.

Por consiguiente se ha demostrado que el didmetro del mun-
do es menor que diez mil veces el didmetro de la Tierra.

3 A partir de ello estd claro que el didmetro del mundo es
menor que cien mirfadas de mirfadas de estadios.

Dado que se ha supuesto que el perimetro de la Tierra no es
mayor que trescientas mirfadas de mirfadas de estadios y que el
perimetro de la Tierra es mayor que el triple del didmetro por ser
la circunferencia de cualquier circulo mayor que el triple del dia-
metro, estd claro que el didmetro de la Tierra es menor que cien
mirfadas de estadios. Puesto que el didmetro del mundo es menor
que 10.000 veces el didmetro de la Tierra, esta claro que el didme-
tro del mundo es menor que 100 miriadas de mirfadas de estadios.

4 Respecto a las medidas y distancias, ésas son mis hip6te-
sis, y en cuanto a la arena, lo que sigue: si hay una magnitud no
mayor que una semilla de adormidera compuesta de granos de
arena, el nimero de éstos no serd mayor que diez mil y el di4-
metro de la semilla de adormidera no ser4 menor que un cua-
rentavo de pulgada®.

1 Cf. Elem. 1V 15, corol.
2 La «pulgada» (ddktylos) era la medida més pequeiia de longitud entre los
griegos (en torno a 2 cm).
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Esto lo supongo atendiendo a la siguiente observacion: so-
bre una regla pulida se dispusieron semillas de adormidera en
linea recta en fila de a una y tocdndose unas a otras y veinticin-
co semillas de adormidera ocuparon una longitud mayor que
una pulgada. Poniendo que el didmetro de la semilla de adormi-
dera es menor, tomo como hip6tesis que es un cuarentavo de
pulgada y no menor, y con ello pretendo demostrar lo propues-
to sin lugar a discusién.

III 1 Hasta aqui lo que admito como hipétesis. Pero supon-
g0 que también es 1itil que hable sobre la denominacién de los
nimeros —entre otras cosas, para que no se pierdan los que no
han tenido acceso al libro que dediqué a Zeuxipo por no haber-
se dicho de antemano en este libro nada sobre esa cuestién—.
2 Ocurre, en efecto, que los nombres de los mimeros que nos
han sido transmitidos llegan hasta las mirfadas y por encima de
las mirfadas sabemos decir un niimero hasta las mirfadas de
miriadas. Lldmese pues primeros a los nimeros indicados hasta
la mirfada de mirfadas.

La miriada de miriadas de los niimeros primeros lldmese
unidad de los nimeros segundos, y cuéntense las unidades
de (mimeros) segundos y, a partir de las unidades, las dece-
nas, centenas y millares y mirfadas hasta las mirfadas de mi-
riadas?’.

2! En resumen, los nimeros primeros, N, cumplen la condici6n de ser tales
que 108 > N, zl;en los ndmeros segundos, N,, que 10" >N, 2108 en los ni-
meros terceros, N, que N, z10'® y N,< 10%... hasta llegar a los nimeros del
ordinal correspondiente a 1a decena de millar de mirfadas, N, .o oo, N 00000000
Z 107992 y N oo < 10079, Los mencionados N, N, N,... Ny 00 00
formarfan el conjunto de los nimeros del primer perfodo, P1, y 108000090 gerfa
la unidad de los ndmeros primeros del segundo perfodo, P, (N ); los niimeros
segundos del segundo periodo, P, (N,), estarian en el intervalo (10800.000.00018
P, (N,) < (10%0000)6 E] primer nimero del tercer periodo, P,, serfa
((1(800.000.0004800.000.00, e modo que el nimero mds elevado al que Arquimedes da
nombre «las mirfadas de mirfadas de los ndmeros del ordinal decena de millar
de mirfadas del perfodo de la posicién decena de millar de mirfadas», P, o 000
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De nuevo, a la mirfada de mirfadas de los mimeros segundos

Hamesela unidad de los ndmeros terceros, y cuéntense las unida-
des de los niimeros terceros y, a partir de las unidades, las decenas,
centenas, millares y mirfadas hasta las mirfadas de mirfadas.

3 Del mismo modo, lldmese también unidad de los nimeros
cuartos a la mirfada de mirfadas de los niimeros terceros, y alas

mirfadas de mirfadas de ndmeros cuartos lldmeselas unidad de los

ndmeros quintos, y avanzando asf sucesivamente tengan los ni- |
meros nombres que lleguen hasta las mirfadas de mirfadas de los §

nimeros del ordinal correspondiente a la mirfada de mirfadas®,

Conocidos también hasta ese punto los niimeros, cabe avan- |

zar aiin més: 4 lldmese a los niimeros indicados hasta ahora «del
primer periodo», y lldmese al iiltimo mimero del primer perfodo
unidad de los nlimeros primeros del segundo perfodo; y de nue-
vo, lldmese unidad de los mimeros segundos del segundo perfo-
do ala miriada de mirfadas de los mimeros primeros del segundo
perfodo. De modo semejante, también al dltimo nimero de éstos
lldmesele unidad de los nimeros terceros del segundo perfodo y
asf sucesivamente, segtin avanzan los nimeros tengan los nom-
bres del segundo periodo hasta las mirfadas de mirfadas de ni-
meros del ordinal correspondiente a la mirfada de mirfadas. De
nuevo, al dltimo ndmero del segundo periodo llamesele unidad

(N 000000 S€rfa, en expresién de T. L. Heath, «la unidad seguida de 80.000
millones de millones de ceros».

2 El griego emplea en este punto myridkismyriostén, adjetive correspon-
diente al nimero cardinal myrioi myriddes (decena de millar de mirfadas), de-
rivado del adverbio multiplicativo myridkis («diez mil veces») y el ordinal
myriostés («€l que ocupa la posicidn diez mil»); 1a facilidad del griego para la
construccién de numerales ordinales a partir de los numerales cardinales con-
trasta con la escasa flexibilidad del espafiol a ese respecto: «A partir de “mil”
dejan ya de formarse ordinales compuestos orgénicos. L.os ordinales no exis-
tentes se suplen con el niimero cardinal comrespondiente solo o con las expre-
siones “el que hace [0 ‘estd’] el ndmero...”» (¢f en M. MOLINER, Diccionario
de uso del espafiol’, Madrid, Gredos, 1998, el vol. I, ApENDICE 11 «Desarrollos
gramaticales», pdg. 1.529). Parte de la dificultad para la traduccién de este
pasaje procede, justatnente, de esta particularidad lingiifstica del espafiol.

h
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del tercer periodo, y asi sucesivamente avanzando hasta las mi-
riadas de mirfadas de los mimeros del ordinal de la miriada de
miriadas del periodo de la posicién de la miriada de mirfadas.

5 Una vez que éstos han recibido nombre de este modo, si
hay nimeros dispuestos en proporcién sucesivamente a partir
de 1a unidad, y el inmediato a la unidad es la decena, los ocho
primeros de ellos junto con la unidad pertenecerdn a los llama-
dos primeros nidmeros; los otros ocho siguientes a éstos, a los
llamados segundos, y los demés, segiin el mismo sistema que
éstos, perteneceran a los denominados con el nombre corres-
pondiente a la distancia entre la octada de sus niimeros y la
primera octada de nimeros.

El octavo niimero de la primera octada de nimeros es mil
mirfadas, y el primero de la segunda octada, puesto que es el
décuplo del anterior, serd diez mil mirfadas: éste es la unidad de
los niimeros segundos. Y el octavo de la segunda octada es mil
mirfadas de nimeros segundos. De nuevo, el primero de la ter-
cera octada, puesto que es el décuplo del anterior a él, serd diez
mil mirfadas de los nimeros segundos. Y éste es la unidad de
los niimeros terceros. Y es evidente que las octadas de cualquier
magnitud serdn como se ha dicho.

6 Y es qtil conocer también lo siguiente:

Si habiendo niimeros en proporcién a partir de la unidad se
multiplican entre si algunos de la misma serie proporcional, el
resultado pertenecerd a la misma serie proporcional y distard
del mayor de los factores cuanto dista de la unidad en la serie
proporcional el menor de los factores, pero de 1a unidad distard
uno menos que el nimero suma de los que separan a los facto-
res de la unidad®.

» Nuestro equivalente, mds generalizado, se expresa diciendo que la mul-
tiplicacién de potencias de la misma base tiene como resultado otra potencia de
la misma base cuyo exponente es suma de los factores. El pasaje ha sido con-
siderado una sorprendente anticipacién por parte de Arquimedes de una de las
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7 Sean A,B, T, A,E, Z, H, 0, I, K, A ciertos niimeros en
proporcién a partir de la unidad y sea A la unidad y multiplique-
se A por @ y sea X el resultado. Témese de la serie en propor-
cién A que diste de © tantos elementos cuantos dista A de la
unidad.

Se ha de demostrar que X es igual a A.

Puesto que, habiendo mimeros en proporcién, A dista de A
lo mismo que A de @, el nimero A guarda con A la misma ra-
z6n que A con @; por otra parte, A es el A-muiiltiplo de A; luego
A es el A-miiltiplo de ©; de modo que A es igual a X.

8 Est4 claro por tanto que el resultado pertenece a la pro-
porcién y que dista del mayor de los factores los mismos ele-
mentos que dista el menor de la unidad.

Y es evidente también que dista de la unidad uno menos del
nimero suma de ambos (de los que distan de la unidad A y ©).
Pues A, B, T, A, E, Z, H, © son tantos elementos cuantos dista
© de la unidad, mientras que I, K, A son uno menos de los que
dista A de la unidad. Pues junto con ® son otros tantos.

IV 1 Supuesto lo primero y demostrado lo segundo, se de-
mostraré lo propuesto®,

Dado que se ha supuesto que el didmetro de la semilla de
adormidera no es menor que un cuarentavo de pulgada, estd
claro que una esfera que tenga por didmetro una pulgada no es
mayor que como para contener sesenta y cuatro mil semillas de
adormidera; pues es muiltiplo el nimero {de veces) dicho de la
esfera que tiene por didmetro un cuarentavo de pulgada —pues
ya se ha demostrado que las esferas guardan entre si una razén

propiedades bisicas de los logaritmos (en este caso de base 10): «el logaritmo
de un producto de dos ntimeros es igual a la suma de sus logaritmos», lo cual
permite reducir multiplicaciones a sumas.

# Se refiere a o que ofrecié al principio del tratado, a saber, «que algunos
de los nimeros a los que he dado nombre... superan no sélo el mimero de gra-
nos de arena igual en magnitud a la Tierra colmada... sino también el (ndmero
de granos de arena) de un volumen igual al mundo» (216, 17-218, 1).
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que es la de los cubos de sus didmetros—. 2 Dado que se ha
supuesto que ¢l nimero de granos de arena que caben en el ta-
mafio de una semilla de adormidera no es superior a diez mil,
estd claro que si se llenara de granos de arena una esfera que
tuviera una pulgada de didmetro, el niimero de granos de arena
no serfa mayor que diez mil por sesenta y cuatro mil. Y este
niimero es 6 unidades de los mimeros segundos y cuatro mil
mirfadas de los primeros. Por tanto es menor que 10 unidades
de los mimeros segundos.

La esfera de 100 pulgadas de didmetro es miltiplo 100 mi-
riadas de veces de la esfera de una pulgada de didmetro —por
guardar entre sf las esferas una razén que es el cubo de la de sus
didmetros—. Asi que, si hubiera una esfera de arena del tamafio
de una esfera de 100 pulgadas de didmetro, estd claro que el
nimero de granos de arena serd menor que el nimero resultan-
te de multiplicar las diez unidades de nimeros segundos por
cien mirfadas.

3 Puesto que las diez unidades de nimeros segundos es el
décimo ndmero proporcional a partir del primero en la propor-
cidn en la que cada término es el décuplo del anterior, mientras
que las cien mirfadas son el séptimo término a partir de la uni-
dad en esa misma serie proporcional, est4 claro que el nimero
resultante serd el décimo sexto de esa serie proporcional a partir
de la unidad —pues se ha demostrado que dista de la unidad uno
menos que el nimero suma de los que distan de la unidad los
factores.

De estos dieciséis, los ocho primeros junto con la unidad
pertenecen a los llamados primeros; los ocho siguientes, a los
segundos, y el dltimo de ellos es mil mirfadas de nimeros se-
gundos,

Es evidente por tanto que la cantidad de granos de arena
que ocupan una magnitud igual a una esfera que tenga 100 pul-
gadas de didmetro es menor que mil miriadas de nimeros se-
gundos.
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4 De nuevo, la esfera que tiene diez mil pulgadas de didme- "
tro es miltiplo 100 mirfadas de veces de la esfera que tiene

100 pulgadas de didmetro. As{ que, si hubiera una esfera de

arena del tamafio de una esfera que tuviera de didmetro diez mil

pulgadas, estd claro que el mimero de granos de arena serfa

menor que el resultado de multiplicar las mil mirfadas de ndime-

ros segundos por 100 mirfadas.

Y puesto que las mil mirfadas de nimeros segundos son el |
mimero décimo sexto a partir de 1a unidad en la serie proporcio- |
nal, mientras que las 100 mirfadas son el séptimo a partir de la }
unidad en esa misma serie proporcional, est4 claro que el resul- |

tado serd el vigésimo segundo elemento a partir de la unidad de
los de esa misma serie proporcional.

§ De estos veintidés, los ocho primeros junto con la unidad
pertenecen a los llamados primeros; los ocho que siguen a es- ;

10s, a los lamados segundos y los seis restantes a los llamados

terceros; y el ultimo de ellos es diez miriadas de los nime- |

T0S terceros.
Estd claro que 1a cantidad de granos de arena de una magni-

tud igual a una esfera de diez mil pulgadas de didmetro es infe- °
rior a 10 mirfadas de nimeros terceros. Y puesto que laesferade |
un estadio de didmetro es menor que la esfera de diez mil pulga-
das de didmetro®, también es evidente que la cantidad de granos
de arena que ocupa una magnitud igual a la esfera de un estadio }

de didmetro es inferior a 10 mirfadas de nimeros terceros.

6 De nuevo, la esfera que tiene 100 estadios de didmetro es

miultiplo 100 miriadas de veces de la esfera que tiene de didme- |

tro un estadio. Si hubiera una esfera de arena del tamaiio de una
esfera de 100 estadios de didmetro, est4 claro que el ndmero de
granos de arena serd inferior al ndmero resultante de multipli-
car las diez mirfadas de nimeros terceros por 100 mirfadas.

* Recuérdese que el estadio equivalfa, aproximadamente, a 192 m y que
diez mil pulgadas (unos 2 cm cada una) serfan unos 200 m.
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Y puesto que las diez miriadas de mimeros terceros son el
término vigésimo segundo de la serie proporcional a partir de la
unidad, mientras que las 100 mirfadas son el séptimo término a
partir de la unidad en la misma serie proporcional, estd claro
que el resultado serd el vigésimo octavo a partir de la unidad en
la misma serie proporcional.

7 De estos veintiocho, los ocho primeros junto con la uni-
dad pertenecen a los llamados primeros, mientras que los otros
ocho siguientes a éstos, a los segundos, y los ocho que siguen a
éstos a los terceros, y los cuatro restantes a los Hlamados cuar-
tos; y el dltimo de ellos es mil unidades de mimeros cuartos.

Est4 claro por tanto que la cantidad de granos de arena que
ocupa una magnitud igual a la esfera de 100 estadios de didme-
tro es inferior a mil unidades de los mimeros cuartos.

8 De nuevo, la esfera que tiene diez mil estadios de didme-
tro es miltiplo 100 miriadas de veces de la esfera que tiene 100
estadios de didmetro, 81 hubiera una esfera de arena del tamafio
de una esfera de diez mil estadios de didmetro, estd claro que la
cantidad de granos de arena serd inferior al nimero resultante
de multiplicar las mil unidades de los niimeros cuartos por 100
mirfadas.

Como las mil unidades de nimeros cuartos son el término
vigésimo octavo a partir de la unidad en la serie proporcional,
mientras que las cien mirfadas son el séptimo a partir de la uni-
dad en la misma serie proporcional, est4 claro que el resultado
serd el trigésimo cuarto elemento a partir de la unidad de esa
misma serie proporcional.

9 De estos treinta y cuatro elementos, los ocho primeros
con la unidad pertenecen a los niimeros primeros; los siguientes
ocho a los segundos y los otros ocho después de éstos a los
terceros y los ocho después de éstos a los cuartos, y los dos
restantes pertenecerdn a los llamados quintos; y el dltimo de
ellos es diez unidades de niimeros quintos.

Por tanto es evidente que la cantidad de granos de arena que
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ocupa una magnitud igual a la de la esfera de diez mil estadios
de didmetro serd inferior a diez unidades de nimeros quintos.

10 De nuevo, ia esfera de 100 miriadas de estadios de di4-
metro es miltiplo 100 miriadas de veces de la esfera de diez mil
estadios de didmetro. Si hubiera una esfera de granos de arena
del tamafio de una esfera de 100 mirfadas de estadios de didme-
tro, es evidente que el niimero de granos de arena serd inferior
al mimero resultante de multiplicar las diez unidades de niime-
ro$ quintos por cien miriadas.

Y puesto que las diez unidades de niimeros quintos son el
trigésimo cuarto elemento a partir de la unidad en esta serie
proporcional mientras que las 100 mirfadas son el séptimo ele-
mento a partir de la unidad en la misma serie proporcional, estd
claro que el resultado serd el cuadragésimo elemento a partir de
la unidad en esta misma serie proporcional.

11 De estos cuarenta elementos, los ocho primeros junto
con la unidad pertenecen a los llamados mimeros primeros; los
otros ocho después de éstos, a los segundos y los otros ocho
después de éstos a los terceros y los ocho de después de los
terceros a los cuartos, y los ocho después de éstos a los llama-
dos quintos; y el tltimo de ellos son mil mirfadas de nimeros
quintos. :

Es evidente por tanto que el nlimero de granos de arena que
ocupa una magnitud igual a la esfera de 100 decenas de miles
de estadios de didmetro es inferior a mil mirfadas de niimeros
quintos.

12 Y la esfera de una mirfada de mirfadas de estadios de
didmetro es miltiplo cien mirfadas de veces de la esfera de 100
miriadas de estadios de didmetro. Si hubiera una esfera de arena
del tamafio de una esfera de una mirfada de mirfadas de estadios
de didmetro, estd claro que la cantidad de granos de arena serd
inferior al mimero resultante de multiplicar las mil mirfadas de
mimeros quintos por cien mirfadas.
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Y puesto que las mil mirfadas de nimeros quintos es el cua-
dragésimo elemento proporcional a partir de la unidad, mien-
tras que las cien mirfadas es el séptimo a partir de la unidad en
¢sa misma serie proporcional, estd claro que el resultado serd el
cuadragésimo sexto elemento a partir de la unidad.

13 De estos cuarenta y seis, ios ocho primeros junto con la
unidad pertenecen a los llamados mimeros primeros; los ocho
después de éstos, a los segundos y los otros ocho después de
éstos, a los terceros y los otros ocho después de los terceros, a
los cuartos v los ocho después de los cuartos, a los quintos y los
seis restantes pertenecen a los llamados sextos. Y el ultimo de
cllos es diez mirfadas de nimeros sextos

Es evidente por tanto que la cantidad de granos de arena que
ocupa una magnitud igual a la esfera de una mirfada de mirfa-
das de estadios de didmetro es inferior a 10 miriadas de mime-
ros sextos,

14 Y la esfera de 100 mirfadas de mirfadas de estadios de
didmetro es miltiplo 100 mirfadas de veces de 1a esfera de diez
mil mirfadas de estadios de didmetro. Asi que, si hubiera una
esfera de granos de arena del tamafo de una esfera de 100 mi-
rfadas de mirfadas de estadios, estd claro que la cantidad de
granos de arena serd inferior al niimero resultante de multipli-
car las 10 mirfadas de ndmeros sextos por 100 mirfadas.

Y puesto que las diez mirfadas de nimeros sextos son el
cuadragésimo sexto elemento proporcional a partir de la uni-
dad, mientras que las 100 mirfadas son el séptimo elemento a
partir de la unidad en esa misma serie proporcional, esta claro
que el resultado serd el quincuagésimo segundo elemento a par-
tir de la unidad en esa misma serie proporcional.

15 De estos cincuenta y dos, los cuarenta y ocho junto con
la unidad son los llamados primeros, segundos, terceros, cuartos,
quintos vy sextos, y los cuatro restantes pertenecen a los llama-
dos séptimos, y el iiltimo de ellos son mil unidades de los ni-
meros séptimos.
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Estd claro por tanto que la cantidad de granos de arena que |
ocupa una magnitud igual a la esfera de cien mirfadas de mirfa- |
das de estadios de didmetro es inferior a 1.000 unidades de nid- §

meros séptimos.

16 Puesto que se ha demostrado que el didmetro del mundo
es menor que diez mil veces 100 mirfadas de estadios, estd cla-
ro también que la cantidad de granos de arena que ocupa un |
volumen igual al mundo es inferior a 1.000 unidades de niime-

ros séptimos.

Por tanto, ha quedado demostrado que la cantidad de gra- §
nos de arena que ocupa una magnitud igual a lo que la mayor }
parte de los astrénomos llaman mundo es inferior a 1.000 uni- |

dades de nimeros séptimos.

Y se demostrard también que la cantidad de granos de arena
que ocupa una magnitud igual a una esfera del tamaiio de la que §
Aristarco supone para la esfera de las estrellas fijas es inferior a §

mil miriadas de niimeros octavos.

17 Dado, por una parte, que supone que la Tierra guarda con |
lo que llamamos mundo la misma razén que la que guarda el -
indicado mundo con la esfera de las estrellas fijas que Aristarco
propone como hip6tesis, y que los didmetros de las esferas guar-
dan entre si la misma razén; y que, por otra parte, se ha demos- §
trado que el didmetro del mundo es menos de diez mil veces el |
didmetro de la Tierra, entonces es evidente también que el dis-
metro de la esfera de las estrellas fijas es menor que el didmetro |
del mundo multiplicado por diez mil. 18 puesto que las esferas |
guardan entre si una razén que es el cubo de la de sus didmetros, |
estd claro que la esfera de los astros fijos que Aristarco propone |
como hipdtesis es menor que una mirfada de mirfadas de veces |

el mundo multiplicado por diez mil. Y se ha demostrado que la

cantidad de granos de arena que contiene una magnitud igual al §

mundo es inferior a 1.000 unidades de nimeros séptimos.

Estd claro que si hubiera una esfera de granos de arena del

tamafio de la que Aristarco supone para la esfera de los astros
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fijos, el niimero de granos de arena serd inferior al nimero re-
sultante de multiplicar las mil unidades® por la mirfada de mi-
riadas multiplicada por diez mil.

19 Y puesto que las 1.000 unidades de niimeros séptimos
son el quincuagésimo segundo elemento proporcional a partir
de 1a unidad, mientras que la miriada de mirfadas multiplicada
por diez mil es el décimo tercer elemento a partir de la unidad
en esa misma serie proporcional, estd claro que el resultado serd
el sexagésimo cuarto elemento a partir de la unidad de esa mis-
ma serie proporcional; y éste es el octavo de los niimeros octa-
vos, que serfa mil miriadas de niimeros octavos.

Es evidente por tanto que la cantidad de granos de arena que
ocupa una magnitud igual a la esfera de los astros fijos que
Aristarco supone como hip6tesis es inferior a 1.000 mirfadas de
nimeros octavos.

20 Y esto, rey Gel6n, supongo que no le parecerd facilmen-
te crefble al valgo, que no ha tenido contacto con las matemati-
cas, pero a quienes han participado de ellas y han reflexionado
sobre las distancias y tamafios de la Tierray el Sol ylaLuna y el
mundo entero les resultard crefble gracias a la demostracién.

Por eso precisamente pensé que tampoco ati dejarfa de con-
venirte conocer estos resultados.

% «De nimeros séptimos», se entiende.
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INTRODUCCION

Entre las lineas de investigacién seguidas por los matemati-
cos griegos, una de las que més ocasiones les dio para hacer
brillar sus talentos fue, sin duda, la relacionada con la medida
de las superficies y volimenes delimitados total o parcialmente
por curvas. Esto queda puesto de relieve por hechos como la
posicién preeminente que la cuadratura del circulo ocupa entre
los problemas clésicos de la matemdética griega o ala vistade la
temdtica de las obras geométricas de Arquimedes: la medida
del circulo, la esfera y el cilindro, conoides y esferoides, la me-
dida de la pardbola, las espirales. Cuando Arquimedes, segin
los relatos de Plutarco y Cicerén’, pidié que figurara en su tum-
ba la relacién entre el cilindro y 1a esfera inscrita en €l (uno de
los principales resultados del tratado Sebre la esfera y el cilin-
dro), nos da otra muestra de ello.

Y es que todos los intentos de medir o «cuadrar» superficies
y volimenes delimitados por curvas anteriores a Arquimedes
habfan obtenido hasta entonces resultados insuficientes. El pro-
pio Arquimedes nos hace, con su siempre sorprendente conci-
si6én, un resumen de esos resultados en la carta a Dositeo que
precede a este tratado: se habia conseguido demostrar «que los
circulos guardan entre sf una razén que es el cuadrado de la de
sus difmetros y que las esferas guardan entre s{ una razén que

! Cf. vol. I, Introducci6n, pags. 14-15.
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es el cubo de la de sus didmetros... y que todo cono es la tercera |
parte del cilindro que tiene la misma base que el cilindro e igual |
altura»?, pero se habia fracasado en «demostrar que era posible ]
hallar un drea rectilinea igual a un circulo dado 0 a un segmento
dado de circulo»; y lo que es mds: Arquimedes no tiene noticia |
de que «ninguno de los de antes intentara cuadrar el segmento |
comprendido por una recta y una seccién de cono rectdngulo». §
Y ese descubrimiento es el que comunica en este tratado: «todo }
segmento comprendido por una recta y una seccién de cono |
rectdngulo es cuatro tercios del tridngulo que tiene la misma {
base e igual altura que el segmento». Este fue el primero de los §
resultados que obtuvo gracias a su afamado método mec4nico y |
Arquimedes debia de sentir un aprecio especial por él, pues lo ;‘
hace constar dos veces en su correspondencia, una vez en esta
carta a Dosfteo y otra en la carta a Erat6stenes que precede al

Mérodo.

Esa es probablemente la raz6n de que Arquimedes incluya
en esta obra tanto el procedimiento mecénico como la demos- |
tracién geométrica pertinente, y eso es lo que da un carécter |
especial a la Cuadratura de la pardbola, que es, junto con el |
Método, 1a obra de Arquimedes que mds de cerca nos permite |

seguir el hilo de su pensamiento.

El tratado se abre con la exposicién de ciertas propiedades |
de la pardbola (props. 1-5), a las que sigue el tratamiento me- ]
cénico de la cuestién (props. 6-17). En estas proposiciones re- §

curriendo a teoremas ya probados en otros estudios sobre mecé-

nica* va estudiando el equilibrio de trigngulos rectdngulos, |
tridngulos obtusdngulos y trapecios con otras magnitudes dadas |

? Euclides recoge las demostraciones pertinentes en Elemenzos X11 2, X1

18 y XII 10, respectivamente.

3 Las que se enuncian en las proposiciones 1-3 debfan de ser conocidas, |
pues Arquimedes remite a unos Elementos de conicas para las demostraciones |

de las mismas,

* Bajo referencias a una obra de titulo Mecdnica menciona teoremas con- §

servados en Equilibrio de las figuras planas.
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(props. 9-13); estudia a continuacién las condiciones de equili-
brio de un trifngulo rectdngulo que comprende un segmento
parabdlico —el tridngulo tiene la misma base que el segmento,
la altura paralela al eje del segmento y tangente al segmento en
uno de los extremos de su base y la hipotenusa tangente al seg-
mento en el otro extremo de su base— con los trapecios cons-
truidos, segin ciertos requerimientos, sobre segmentos iguales
de la base del segmento parabélico, y llega a la conclusién de
que el tridngulo rectangulo en cuestién es inferior al triple de la
suma de los trapecios considerados (prop. 14); en la prop. 15
hace un estudio semejante, pero con el segmento parabdlico
comprendido ahora por un tridngulo obtusingulo, y llega de nue-
vo a la conclusién de que el tridngulo es inferior al triple de la
suma de los trapecios considerados; en la prop. 16 pasa a estu-
diar el equilibrio del segmento de pardbola situado en el interior
de un tridngulo rectdngulo como en la proposicién 14 con un
drea igual a la tercera parte del tridngulo rectdngulo considera-
do, y llega a la conclusién de que el segmento parabélico y el
drea indicada se equilibrarian. El sistema seguido por Arquime-
des hasta aquf parece un recurso al método de ensayo y error del
que sélo se nos dieran a conocer los ensayos acertados.

A continuacién, tomando como base cierta los resultados
obtenidos —a pesar de ser consciente de que son matemdtica-
mente insuficientes— la proposicién 17, iltima de la primera
parte, discurre ya por el camino geométrico: en ella prueba, sin
recurrir a balanzas ni equilibrios, que el tridngulo construido
como en las proposiciones 14 y 16 es el cuddruple del tridgngulo
inscrito en el segmento parab6lico con la misma base que el
segmento y la misma altura. Con ello queda alcanzado el resul-
tado de la investigacidn, y puede iniciar la demostracién sa-
biendo cudl es la tesis a la que se debe encaminar, tal y como él
mismo lo cuenta en la carta que precede al Método: «Algunas
de las cosas que primero se me mostraron por medio de la me-
cénica luego las demostré por medio de la geometria, porque la
teorfa por este método carece de demostracion; y es mds facil
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avanzar en la demostracién de los hallazgos mediante cierto
conocimiento gracias a este método que hacer la investigacién
sin conocer nada».

Asi, al final de esta proposicion aparecen las definiciones de
los conceptos de base, altura y vértice del segmento parabélico,
que encabezan la parte propiamente geométrica del tratado, las
props. 18-24.

Con la economfa de medios que le caracteriza y ¢n un cami-
no aparentemente zigzagueante, en ellas resuelve l1a determina-
ci6n del vértice del segmento (prop.18); demuestra que la lon-
gitud de la recta trazada en el segmento parabdlico desde el
punto medio de la base hasta la parabola es cuatro tercios de la
trazada desde el punto medio de la mitad (prop. 19); que el
tridngulo inscrito en el segmento, con su misma base y altura,
es mayor que la mitad del segmento (prop. 20); que el tridngulo
inscrito en el segmento del modo indicado es el éctuplo de cada
uno de los tridngulos inscritos de modo semejante en los seg-
mentos que deja a su alrededor (prop. 21); en la prop. 22 de-
muestra que si en el segmento parabélico se disponen dreas
sucesivamente en la razén de cuatro a uno y la mayor de las
dreas es igual al tridngulo que tiene la misma base que el seg-
mento y la misma altura, la suma de todas las dreas serd menor
que el segmento®; en la prop. 23 prueba que el resultado de la
suma de una serie de elementos en la proporcién de cuatro a
uno més la tercera parte de la menor es cuatro tercios de la ma-
yor y en la prop. 24 alcanza la demostracién del resultado anti-
cipado en la prop. 18.

El texto conserva el dialecto dorio de Arquimedes, mas no
sucede asf con el titulo —Eutocio lo cita en sus Comentarios

* El aserto aparece en forma general en ARISTOTELES, Fisica 111 206b6-10:
«si en una magnitud finita se toma una cantidad y se sigue tomando en la mis-
ma proporcion, siempre que no se tome la misma fraccién del todo, no se reco-
rrerd hasta el final la magnitud finita».
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llamdndolo Sobre la seccion del cono rectdngulo®—, que debid
de ser alterado en algin momento de la transmisién adaptdndo-
lo a la terminologia acufiada por Apolonio. Para referirse a la
paribola Arquimedes usa a lo largo de toda la obra la expresion
orthogoniou konou tomd («seccién del cono rectdngulo»), y he-
mos optado por conservar el arcaismo terminolégico dado que
su uso no estorba la comprensién del texto’. Para el titulo con-
servamos el término empleado en griego por respeto al original
y a la tradicién de los traductores anteriores.

¢ Concretamente en uno de los pasajes relativos a Cuerpos flotantes 11 8,
bajo la forma Peri t8s orthogdnfou kdnou tomés (es decir, utilizando ya el dia-
lecto de 1a koiné en lugar del dorio tds... tomds); el titulo que figura en los ma-
nuscritos es Tetragénismos parabolés,

7 Al revés de lo que sucedia en Sobre conoides y esferoides (¢f. vol. 1, Intro-
duccibn, pags. 47-48).



Arquimedes a Dositeo, jsalud!

Al ofr que habfa muerto Conén, cuya amistad nunca me fal-
16, y que tii habias conocido a Conén y que estabas familiariza-
do con la geometria, me entristeci por el difunto en su calidad
de amigo y de hombre que ha llegado a ser admirable en mate-
méticas, y me propuse enviarte por escrito, igual que solia es-
cribir a Condn, teoremas matemdticos que antes no habfan sido
estudiados, pero que ahora han sido estudiados por mf, habién-
dolos descubierto primero mediante el método mecénico y ha-
biéndolos demostrado después por el método geométrico.

Algunos de los que se ocuparon de la geometria en fechas
anteriores intentaron demostrar que era posible hallar un drea
rectilinea igual a un circulo dado o a un segmento dado de circu-
lo, y después de eso intentaron cuadrar el drea comprendida por
una seccién c6nica en general' y una recta, pero aceptaron le-

! Aceptamos la conjetura hypd tds kathdlou kénou tomds propuesta por
CH. MUGLER, «Sur un passage d’ Archiméde», Revue des Etudes Grecques 86
(1973) 45-47. Los mss. ofrecen la lectura tds tod hélou kdnou tomds (literal-
mente, «la seccién de un cono entero»), considerada incomprensible por todos
jos editores ya que 1) no puede referirse a una pardbola, puesto que Arquime-
des dice que €1 es el primero en intentarlo; 2) ni tampoco a la seccién que corta
al cono entero —es decir, a la elipse, interpretando que la «lfnea recta» serfa un
eje o un didmetro—, ya que, como objeta Heiberg, la expresion tds fod oxygonfou
kénou tomds significa siempre «la elipse entera», no uno de sus segmentos, En
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mas? dificilmente admisibles, por lo cual la mayoria considerd |

que no lo habian descubierto.

Desde luego’, no sabemos de ninguno de los de antes que |
intentara cuadrar el segmento comprendido por unarectay una |
secci6n de cono rectangulo®, que es lo que yo ahora he descu-
bierto. Se demuestra que todo segmento comprendido por una
recta y una seccién de cono rectdngulo es cuatro tercios del |
tridngulo que tiene la misma base e igual altura que el segmen- §
to, aceptando para la demostracién el siguiente lema: en las }
superficies desiguales, es posible que el exceso en que excede |
la mayor a la menor, si se va sumando a si mismo, exceda a f
cualquier drea limitada propuesta. También los gedmetras ante- |
riores utilizaron este lema, y demostraron que los circulos
guardan entre sf una razén que es la de los cuadrados construi- |
dos sobre sus didmetros y que las esferas guardan entre si una }

razon que es la de los cubos construidos sobre sus didmetros, y

también que toda pirdmide es la tercera parte del prisma que |
tiene la misma base que la pirimide e igual altura. Y que todo {
cono es la tercera parte del cilindro que tiene la misma base que |
el cilindro e igual altura lo demostraron admitiendo un lema |
semejante al mencionado. Y ocurre que se da crédito a cada uno §
de los teoremas antedichos no menos que a los que se demues- |

defensa de su conjetura Mugler argumenta que, como el circulo puede ser con- |
siderado también una cénica —resultante de la interseccion del cono por un
plano perpendicular al eje—, la distinci6n establecida por Arquimedes toma la

forma de una oposicién entre la cuadratura de la conica especial que es el cir-

culo, de una parte, y la cuadratura de las secciones cénicas en general —Ila
elipse, la hipérbola y la paribola— (recuérdese que Arquimedes no puede te- §
ner en mente las curvas en el sentido de las definiciones dadas por Apolonio, |

posterior a él).
? El gr. Iémma designa un teorema auxiliar al que se recurre en una demos-
tracion,

* Acepto la conjetura 5 propuesta por MUGLER, art. cit., en sustitucién de

la lectura 8¢ que ofrecen los mss.

* Sobre el uso de «pardbola» y «seccidn del cono recténgulor, cf laINTRO-

DUCCION a este tratado, pags. 158-159.
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tran sin este lema. Basta, pues, con que los que publico sean 25

llevados a un grado de credibilidad semejante.

Tras redactar la demostracién de éste, te lo envio prime-
ro como fue resuelto mediante la mecdnica, y después también
como se demuestra mediante la geomeitrfa. Van al principio
también algunos puntos elementales de cénicas® que son ne-
cesarios para la demostracién.

Que sigas bien.

PROPOSICION 1

Si hay una seccion de un cono rec-

tdngulo, en la que figura ABI, y BA es B
paralela al didmetro® o el propio did-
metro y la recta Al es paralela a la
tangente en B a la seccion, A4 serd
igual a AT Y si A4 es igual a AT, se-
rdn paralelas AI'y la tangente en Ba  gv A A
la seccion [Apolonio, Cénicas 1 46].

PROPOSICION 2

&

Si ABI” es una seccion de cono rec-
tdngulo y la recta BA es paralela al did-
metro o el propio didmetro y AAL es

A V] Vs

* Esos «puntos elementales» (gr. stoicheia} son las tres primeras proposi-
ciones, de las que figura sélo el enunciado. Las demostraciones de las mismas
{us conocemos en la versién de Apolonio de Perga, aunque s probable que fi-
gurasen en ofras obras «elementales» sobre cdnicas que no han llegado hasta
nosotros, como las que sabemos que escribieron Euclides y Aristeo.

¢ Se refiere al didmetro principal de la pardbola, es decir, al eje; ¢f. vol. I,
Introduccién, pags. 47-48, y también Eguilibrio de las figuras planas 11 10
y n. 32.
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paralela a la tangente en B a la seccidn cénica, y EI es tangen- |
20 te a la seccidn conica en I', las rectas B4, BE serdn iguales |

[Apol., Con. 135].

PROPOSICION 3

St ABI es una seccion de cono

268 Z zZ ralelas a la tangente en B a la sec-
cion del cono, B4 serd a BZ como
el cuadrado de A4 al cuadrado de

p- 4 V- I Ez [Apol., Con. 120].

Estas cosas se demuestran en los Elementos de Conicas.

PROPOSICION 4

5 Sea ABT un segmento comprendido por una recta y una
seccién de cono rectdngulo y desde el punto medio de AT tré-
cese BA paralela al didmetro o sea ella misma el didmetro, y
prol6nguese la recta BT una vez trazada.

0
1. 2.
z
Y
X Z g
2
)
4 g Z I 47 7 7

z rectdngulo y la recta B4 es parale- ’j
la al didmetro o el propio didmetro |
y se trazan unas rectas A4, EZ pa- 1
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Si se traza otra recta Z& paralela a BA que corte a la recta
que pasa por B, I', guardard la misma razén Z© con ©H que AA
con AZ.

Tricese KH paralela a AT por el punto H. Entonces BA serd
a BK en longitud como el cuadrado de AT al cuadrado de KH
—pues esto se ha demostrado [Prop. 3]—. Por tanto, BI" serd a
BI en longitud como el cuadrado de BI' al cuadrado de B®
—pues AZ, KH son iguales—. Por tanto las lineas BI', B®, BI
estdn en proporcién. De modo que BI™ guarda con B® la misma
razén que I'® con @I, Por tanto, TAesa AZ como ©@Za®OH. Y
AAesigual a AT :

Por tanto es evidente que AA guarda con AZ la misma razén
que Z© con ®H.

PROPOSICION 5

Sea un segmento ABI" comprendido por una recta y una
seccion de cono rectdngulo, y desde A tracese ZA paralela al
didmetro y desde I' trdcese I['Z tangente 5
a la seccién cénica en el punto I'. Si en
el tridngulo ZAT se trazara una recta pa-
ralela a AZ, la recta serd cortada por la
seccién del cono rectdngulo en la mis-
ma razén que AT por larecta trazada, y
el segmento de Al que estd junto a A se
corresponderd con el segmento de la Fa
recta trazada que estd junto a A. B

Trdcese una recta AE paralela a AZ, %
y corte primero AE a AT por la mitad.

Puesto que ABI es una seccion de
un cono rectdngulo y BA ha sido trazada 4 XK 4K I
paralela al didmetro y dado que AA, AT son iguales, la tangente
en B a la seccién del cono rectdngulo serd paralela a AT A la
vez, puesto que AE es paralela al didmetro y dado que desde I
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se ha trazado I'E tangente a la seccion del cono rectdngulo en el '~

punto I', mientras que AT es paralela a la tangente en B, larecta

EB serd igual a BA. De modo que AA guarda con AT la misma f

razén que AB con BE.

Ha quedado demostrado el caso de que la recta trazada cor-

te por la mitad a AT,
Y sino es asi, tricese otra recta KA paralelaa AZ.

Se ha de demostrar que AK guarda la misma razén con KT" |

que K® con BA.

Puesto que BE es igual a BA, también IA es igual a K1, pues
AK guarda con K1 la misma razén que AT con AA. Y también K1 §
guarda con K® la misma razén que AA con AK —pues se ha ]
demostrado en la proposicién anterior—. De modo que K@ 1

guarda con ®A la misma razén que AK con KT
Por tanto, ha quedado demostrado lo propuesto.

PROPOSICION 6

Considérese el plano’ propuesto® perpendicular al horizon- |
te’, y'* de la linea AB considérese hacia abajo la parte que estd |
hacia el lado de A, y la del otro lado, hacia arriba, y sea un tridn- i;
gulo rectdngulo BAI con el 4ngulo recto con vérticeen By el -
lado BT igual a la mitad de la balanza'!, y suspéndase el tridn- |
gulo de los puntos B, I' y suspéndase otra drea Z de la otra parte |
de la balanza, del punto A, y quede en equilibrio el drea Z col- 1

gada del punto A con el tridngulo BATI en la posicién en que
estd ahora.

" {El que estd en la parte tedrical.

8 [Visto).

® Recuérdese que Arquimedes es consciente de que la posicién del cuerpo
que pende de uno de los brazos de la balanza es significativa al efecto de obte-
ner o conservar ¢l equilibrio de la misma.

¥ [Luego).

" [Evidentemente, siendo igual AB a BI.
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Afirmo que el drea Z es la tercera parte del tridngulo BAT.

Dado que se ha supuesto que la balanza estd en equilibrio, la
linea AT serfa paralela al
horizonte y las rectas tra- P |
zadas perpendiculares a
AT en el plano perpendi- e
cular al horizonte serdn
perpendiculares al hori- z
zonte. Cértese la linea BI'
por el punto E de modo 4
que I'E sea el doble de EB
y trécese la recta KE paralela a AB y cértesela por la mitad por
el punto ©. Entonces el punto © es el centro de gravedad del
tridngulo BAI' —eso se ha demostrado en la Mecdnica'>—. Por
tanto, si se soltara la sujecién del tridngulo BAI en los puntos
B, I' y se colgara del punto E, el tridngulo permanecerd como
estd. Pues todo objeto colgado permanece en el punto en que
estd colgado de modo que el punto de suspension y el centro de
gravedad del objeto colgado estén en perpendicular —pues esto
también se ha demostrado'>—. Asf pues, dado que el tridngulo
BAT tendré4 la misma posicién en la balanza, el 4drea Z estard
igualmente en equilibrio. Puesto que el drea Z colgada del pun-
to A y el trigngulo BAT colgado de E estdn en equilibrio, es
evidente que las longitudes™ estardn en proporcion inversa y que
AB es a BE como el tridngulo BAT al drea Z.Y AB es el triple
de BE; luego también el tridngulo BAT es el triple del drea Z.

Y es evidente también que guardarén el equilibrio si el tridn-
gulo BAT fuera el triple del drea Z.

B K I

12 | demostracién figura en Equilibrio de las figuras planas 1 14.

2 Esa demostracién no ha llegado hasta nosotros; Heiberg supone que Ar-
quimedes se refiere a una obra anterior sobre los centros de gravedad.

4 «De los brazos de la balanza», se entiende.
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PrROPOSICION 7

Sea de nuevo la linea AI” una balanza y sea B su punto me-

dio, y esté suspendida del punto B'5, y sea I'AH un tridngulo
obtuséngulo que tenga por base AH y por altura una recta ignal
a la mitad de la balanza, y cuélguese el tridngulo AT'H de los
puntos BT, y esté en equilibrio el 4rea Z colgada del punto A
con el tridfngulo TAH en la posici6n que ocupa ahora,
P De la misma manera se de-
I' mostrard que el 4rea Z es la ter-
7 cera parte del tridngulo I'AH.
z Cuélguese también del pun-
i to A otra area que sea la terce-
ra parte del tridngulo Bl Hy el
tridngulo BAT estard en equi-
librio con ZA. Puesto que el tridgngulo BI'H se equilibra con A,
mientras que el BI'A se equilibra con ZA, y ZA es la tercera
parte del tridgngulo BT'A, estd claro también que el tridngulo
I'AH es el triple de Z.

A,

A a

PrOPOSICION 8

Sea ABT una balanza y B su punto medio, y esté suspendida
del punto B, y sea I'AE un tridngulo rectangulo que tenga recto
el 4ngulo de vértice en E, y cuélguese en la balanza de los pun-
tos I, E, y el drea Z cuélguese del punto A y esté en equilibrio
con I'AE en la posicién que ocupa ahora, y guarde el tridngulo
I'AE con ¢l drea K la razén que guarda AB con BE.

Digo que el drea Z es menor que el tridngulo 'AE pero ma-
yor que K.

Témese el centro de gravedad del tridingulo AET ysea ©, y
tracese OH paralela a AE.

15 (El tridngulo TAH).

CUADRATURA DE LA PARABOLA 169

Puesto que el tridngulo T'AE esté en equilibrio con el 4rea Z,
guarde el 4rea TAE con el 4rea Z la misma razén que AB con BH. 278
De manera que Z es menor que :
TAE.Y puesto que ¢l tridngulo 4 B E Z _Z7
I'AE guarda con Z la misma ra- % 5
z6n que BAconBHyconKla

misma que BA con BE, estd

claroqueeltridnguloTAEguar- | zZ 10
da con K una razén mayor que a x

con Z. De modo que Z es ma-

yorque K.

PRrOPOSICION 9

Sea de nuevo AT una balanza y B su punto medio, y TAK
un tridngulo obtusdngulo que tenga por base AK y por altura s
ET’, y cuélguese de la balanza 4 R r
por los puntos I', E y cuélguese +
el drea Z del punto A y esté en
equilibrio con el tridngulo ATK
en la posicién en que estd aho-
ra, y guarde el tridngulo TAK | o A
con A la raz6n que guarda AB Ve
con BE.

Digo que Z es mayor que A pero menor que AI'K. 20

Se demostrard de manera semejante a la proposicién an-
terior.

PrOPOSICION 10

Sea de nuevo ABT una balanza y B su punto medio, y BAHK 25
un trapecio que tenga rectos los dngulos con vértices en los
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puntos B, H y el lado KA inclinado'6 hacia I', y guarde el trape-
cio BAKH con A la razén que guarda AB con BH, y cuélguese
de la balanza el trapecio BAHK por los puntos B, H, y cuélgue-
se también el drea Z por el punto A y quede en equilibrio con el
trapecio BAKH en la posicién que se ha supuesto ahora.

Digo que el 4rea Z es menor que el 4rea A.

Cértese AT por el punto E de manera que EH guarde con BE
la razén que guarda la suma del doble de AB mé4s KH con la
suma del doble de KH més BA, y cértese en dos partes iguales

por el punto @ la recta EN, tra-
A 8 E A T z3daparalelaa BA porel punto
E; y O es el centro de gravedad

® /K del trapecio BAHK —pues esto

Z se ha demostrado en la Mecd-
nica [Equil. plan. 1 15]—. En-

A tonces, si se cuelga del punto E

4 el trapecio BAHK vy se suelta

de los puntos B, H sigue te-
niendo la misma posicién por la misma razén que en lo ante-
rior'” y esté en equilibrio con el drea Z. Puesto que el trapecio
BAHK colgado de E est4 en equilibrio con el 4rea Z colgada de
A, larecta AB serd a BE como el trapecio BAHK al 4rea Z.
Luego el trapecio BAHK guarda con el drea Z una razén
mayor que con A, puesto que también AB guarda con BE una
raz6én mayor que con BH. De modo que Z serd menor que A.

PrOPOSICION 11
Sea de nuevo AT una balanza y B su punto medio, y sea
KATP un trapecio con los lados KA, TP inclinados hacia T, y

los lados AP, KT perpendiculares a BI', e incida AP en el punto

16 Gr. neviousan, aqui con su significado literal.
7 Cf. Prop. 7(274, 12 y ss.).
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B y guarde el trapecio AKTP con el drea A la misma razon que

guarda AB con BH, y cuélguese el trapecio AKTP de la balanza :

por los puntos B, H y el 4rea 4 B H

Z por el punto A y quede en
equilibrio el 4rea Z con €l tra-
pecio AKPT en la posicién en 4 r
que esté ahora. E_—l

De modo semejante a las
proposiciones anteriores se P
demostrard que ¢l 4rea Z es
menor que A.

PROPOSICION 12

Sea de nuevo AT una balanza y B su punto medio, y sea
AEKH un trapecio que tenga rectos los 4ngulos de vértice en E,
H y las lineas KA, EH inclinadas hacia T, y guarde el trapecio
AKEH con el 4rea M la
misma razén que guar- 4
da AB con BH, y guarde
el trapecio AKEH con
el drea A la misma ra-
z6n que guarda AB con z
BE, y cuélguese de la ba-
lanza el trapecio AKEH M
por los puntos E, Hy el Y,
areaZ cuélguese del pun-
to A y esté en equilibrio con el trapecio en la posicién que aho-
ra se supone.

Digo que Z es mayor que A, pero menor que M.

Pues tomé el centro de gravedad del trapecio AKEH, sea el
punto ® —se tomar4 de la misma manera que en la proposicién
anterior [Equil. plan.115]—y trazo la recta ©I paralela a AE.
Si el trapecio se colgara de la balanza por el punto I'y se soltara

8 5 1 AT

le/x
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de E, H, permanecerd en la misma posicion y estaré en equili-

brio con Z por las mismas razones que en lo anterior. Y puesto

que el trapecio colgado por el punto I estd en equilibrio con Z

colgado por el punto A, el trapecio guardara con Z la misma

razén que AB con BIL

Estd claro por tanto que el trapecio AKEH guarda con Auna |

razén mayor que con Z, pero con M una menor que con Z, De
modo que Z es mayor que A, pero menor que M.
Prorosicion 13

Sea de nuevo AT una balanza y esté B en su punto medio,
y sea KATP un trapecio de modo que sus lados KA, TP estén

inclinados hacia I', mientras que los lados AT, KP son perpen-

diculares a BT, y cuélguese de la balanza por los puntos E, H,
y el drea Z cuélguese por el punto A y esté en equilibrio con
el trapecio AKTP en la posicién en que estd ahora, y guarde el
trapecio AKTP con el drea A la razén que guarda AB con BE,
y guarde ese mismo trapecio con M la razén que guarda AB
con BH.

A B r A r

De manera semejante a la proposicién anterior se demostra-
rd que Z es mayor que A pero menor que M.

CUADRATURA DE LA PARABOLA 173

ProrosicioN 14

Sea BOI" un segmento comprendido por una recta y una 25

seccion de cono rectdngulo. Sea primero BI' perpendicular al
didmetro y desde el punto B tracese BA paralela al difmetro, y

desde el punto I' tracese I'A tangente a la seccién del conoen el 25

punto I'. Entonces BI'A serd un tridngulo rectangulo. Dividase
BI" en un nidmero cualquiera de segmentos iguales BE, EZ, ZH,
HI, IT" y desde los puntos de corte tracense paralelas al didmetro s
EX, ZT, HY, IZ y desde los puntos en que €stas cortan a la sec-
cién del cono tricense lineas que se unan con I' y prolénguense.

Digo que el tridgngulo BAT es menor que el triple de (la suma

de) los trapecios KE, AZ, MH, NI més el tridngulo EIT, pero 10

mayor que el triple (de la suma) de los trapecios Z®, H®, II1
mds el tridngulo IOT".

A BEZAIT
A
S /4
Y.

L ¥

X

a /T

2 /x

¢ a

Tracese la recta ABT y témese AB igual a BI', y considére-
se AT una balanza. Su punto medio serd B; y cuélguese'® del

punto B, y cuélguese de la balanza también el tridngulo BAT" 15

'* «La balanza», se entiende.
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por los puntos B, I', y del otro lado de la balanza cuélguense por

el punto A las dreas P, X, ¥, Q, ¢, y esté en equilibrio el 4rea P
con el trapecio AE en esa posicién, el 4rea X con el trapecio ZX,
el drea ¥ con el TH, el drea Q con el Y1, el 4rea # con el tridn-
gulo EIT".

Entonces también estar4 en equilibrio el todo con el todo.

De manera que el tridngulo BAT seria el triple del 4rea (suma ‘

de) PX¥Q#.Y puesto que BI'® es un segmento comprendido
por unarecta y una seccion de cono rectdngulo y desde el punto
B ha sido trazada BA paralela al didmetro y desde el punto T ha
sido trazada I'A tangente a la seccién del cono en el punto 'y
se ha trazado también otra recta TE paralela al didmetro, BI’
guarda con BE la misma razén que XE con E®. De modo que
también BA guarda con BE la misma razén que el trapecio AR
con el KE.

Del mismo modo se demostraré que la recta AB guarda con
BZ 1a misma razén que el trapecio £Z con el AZ; con la recta
BH, la {misma) que el trapecio TH con el MH; con la recta BI,
la {misma) que el trapecio Y1 con el NI Por tanto, puestoque AE
€s un trapecio que tiene rectos los dngulos de vértice en B, E y
los lados inclinados hacia T, y un 4rea P colgada de la balanza
por el punto A est4 en equilibrio con él estando el trapecio en la
posicién en que estd ahora, y puesto que la recta BA es a la recta
BE como el trapecio AE es al KE, entonces el drea KE es mayor
que el drea P —pues eso también se ha demostrado [Prop. 10}

De nuevo, también el trapecio ZX, que tiene rectos los dngu-
los de vértice en Z, E y el lado T inclinado hacia T, estd en
equilibrio con el drea X colgada de la balanza por el punto A,
estando el trapecio en la posicién en que estd ahora, yABesa
BE como el trapecio ZX es al Z®, mientras que AB es a BZ
como el trapecio ZX es al AZ. Entonces el drea X serfa menor
que el trapecio AZ, pero mayor que el Z® —pues eso también
se ha demostrado [Prop. 12].

Por la misma razén, también el 4rea ¥ serd menor que el
trapecio MH, pero mayor que el ®H; y el 4rea €2 serd menor que
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el trapecio NOIH, pero mayor que el I1I; y de la misma manera
también el 4rea ¢ serd menor que el triangulo ZIT", pero mayor
que el T'10.

Por tanto, puesto que el trapecio KE es mayor que el drea P
y el trapecio AZ es mayor que X y el MH es mayor que ¥ y el
NI es mayor que Q y el tridgngulo ZIT" es mayor que ¢, es evi-
dente que la suma de todas las dreas indicadas es mayor que el
4rea (suma de) PX¥YQ Y el drea PXPQ# es la tercera parte del
tridngulo BI'A. Luego est4 claro que ¢l tridngulo BI'A es menor
que el triple de (la suma de) los trapecios KE, AZ, MH, NI mds
el tridngulo Z1I". A la vez, puesto que el trapecio Z® es menor
que el drea X y el @H menor que el drea ¥ y el 111 menor que el
4rea Q, y el trigngulo IOT menor que el 4rea #, es evidente que
(la suma de) todas las figuras indicadas es menor que el drea
Q¥X.

Asf{ pues, es evidente también que el tridngulo BAT” es ma-
yor que el triple de (la suma de) los trapecios ®Z, ®H, IIT més
el tridngulo IT"O, pero menor que el triple de los antes mencio-
nados.

PrOPOSICION 15

Sea de nuevo BI'® un segmento comprendido por una recta
y una seccién de cono rectdngulo y no sea la recta BI” perpendi-
cular al didmetro. Es de necesidad entonces que la recta trazada
desde ¢l punto B paralela al didmetro por el mismo lado en que
estd el segmento o la trazada desde I formen con la recta BI' un
angulo obtuso. Sea 1a que estd en B 1a que forme el dngulo ob-
tuso y desde B tricese BA paralela al didmetro y desde I trdce-
se I'A tangente en el punto I a la seccién del cono y dividase BI”
en un nimero cualquiera de segmentos iguales BE, EZ, ZH, HI,
1T, y por los puntos E, Z, H, I tracense paralelas al didmetro las
rectas EX, ZT, HY, IE, y desde los puntos en que éstas cortan a
la seccidén del cono tracense rectas hasta I y prolénguense.
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Afirmo también ahora que el tridngulo BAT es menor que
el triple de (la suma de) los trapecios B®, AZ, MH, NI mis el
tridngulo I'Z, pero mayor que el triple de (la suma de) los tra-
pecios Z@, H®, IIT mas el tridngulo I'OL.

Prolénguese en ambos sentidos AB. Tras haber trazado la
perpendicular 'K he tomado AK igual a TK. Considérese de
nuevo AT una balanza y K su punto medio y cuélguese!® del

punto K y cuélguese

4 A también el tridngulo
I'KA de la mitad de la
balanza por los pun-
tos I, K, estando
como estd ahora, y de
la otra parte de la ba-
lanza cuélguense del
punto A las dreas P,

X, %, Q, ¢ yesté en
equilibrio el drea P

b con el trapecio AE en
la posici6én en que estd

N RERETR
N

ahora, el drea X con el
trapecio ZX, el drea ¥
conel TH, el drea Q con el Y1y el 4rea # con el tridngulo I'[=.
También estard en equilibrio el total con el total. De modo que
también el tridngulo ABI serd el triple del drea (suma de)
PX¥Q ¥ [Prop. 7]. De manera semejante a la proposicion ante-
rior se demostrard que el trapecio B® es mayor que el 4rea P, y
que el trapecio OF es mayor que el drea X, pero ¢l 4rea Zd es
menor”’; y que el trapecio MH es mayor que el 4rea ¥, pero el
trapecio H® menor®; y ademds, que el trapecio NI es mayor
que el drea Q, pero el I1I, menor (que ella); y que el tridngulo

4

1% «La balanza», se entiende.
% «Menor que X», se entiende.
*! Entiéndase «menor que el drea ¥».
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ZIT" es mayor que el drea #, pero el tridngulo I'lO, menor {(que
ella).
Por tanto, estd claro.

PrOPOSICION 16

Sea de nuevo BOI” un segmento comprendido por una recta s
y una seccién de cono rectidngulo, y tricese por el punto B la
recta BA paralela al didmetro :
ydesdeelpuntoTlarectalA B M N & Z I

tangente a la seccién del cono :
enelpuntol, yseael dreaZ

la tercera parte del tridngulo
BAT.

Digo que el segmento
BOT es igual al drea Z.

Pues si no esigual, cierta- &
mente es mayor o menor.

Sea primero, si es posi-

ble, mayor.
El exceso en que excede x Z

el segmento BOTI al drea Z
sumado a si mismo llegard a
ser mayor que el tridngulo
BI'A. Y es posible tomar un
drea menor que el excesoque 4
sea parte® del tridngulo BAT".

2 El término empleado aqui por Arquimedes es méros; su equivalente méds
préximo en terminologia moderna serfa «submiltiplo», con la particularidad
de que el término «submiltiplo» se emplea de modo casi exclusivo para nime-
ros, no para magnitudes geométricas. Del uso del término méros en la matemé-
tica antigua pueden verse ejemplos en EUCLIDES, Elementos | def. 17, post. S,
props. 7, 36; VII defs. 3 y 4 y props. 4, 5, 7, etc. Cf. en esta misma coleccién
(BCG 191) la traduccién de M, L. PUERTAS CASTAROS, Madrid, 1994,
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Sea el tridngulo BT'E menor que el exceso indicado y parte del
triangulo BI'A. Entonces, la recta BE serd 1a misma parte de la
recta BA. Dividase BA en las partes {correspondientes) y sean
H, L, K los puntos de las divisiones, y desde los puntos H, L K
trécense rectas que los unan con I'. Estas cortan a la seccién del
cono, puesto que la recta I'A es tangente aellaenel punto I Y
por los puntos en que las rectas cortan a la seccién trdcense
paralelas al didmetro las rectas M®, NP, @, ITO. Estas serdn
también paralelas a BA.

Puesto que el tridgngulo BI'E es menor que el exceso en que
el segmento BOI excede al drea Z, estd claro que la suma del
drea Z mis el triangulo BI'E es menor que el segmento. E igual
al tridngulo BTE es (la suma de) los trapecios por los que pasa
la seccion del cono —ME, @A, @P, @0— mids el tridngulo
I'OZ, pues el trapecio ME es comiin, el MA es igual al DA yel
AE es igual al OP y el X= es igual al O® y el tridngulo TXT1
(igual) al tridngulo I'OZ. Y el drea Z es menor que (la suma de)
los trapecios MA, ZP, 110 mds el tridngulo ITOT. Y el tridngu-
o BAT es el triple del drea Z. Asf que el tridngulo BAT es me-
nor que el triple de los trapecios MA, PE, OI1 més el tridngulo
ITOT. Lo cual es imposible, pues se habia demostrado que era
mayor que el triple.

Por tanto el segmento BOI no es mayor que el drea 7.

Afirmo que tampoco es menor.

Pues sea, si es posible, menor.

De nuevo, sumado a s{ mismo el exceso en que excede el
drea Z al segmento BOT', excede también al tridngulo BAT,
Y es posible tomar un drea menor que el exceso que sea parte
del tridngulo BAT. Sea el tridngulo BT'E menor que el exceso y
parte del tridngulo BAI' y constriiyase igual lo demds.

Puesto que el tridngulo BI'E es menor que el exceso en que
excede el drea Z al segmento BOT, (la suma del) tridngulo BET
y el segmento BOI son menores que el drea Z. Y el drea Z tam-
bién es menor que {la suma de) los cuadrildteros EM, ®N, ¥Z,
IIT més el tridngulo I'TIZ. Pues el tridngulo BAT es el triple del
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4rea 7, pero menor que el triple de las dreas indicadas, como se
demostr6 en la proposicién anterior a ésta”.

Por tanto, {la suma) del tridngulo BI'E mds el segmento
BOT es menor que {la suma de) los cuadrildteros EM, ®N, EY,
TIT més el tridngulo I'TIZ. Por tanto, restando en comiin® el
segmento, el tridngulo I'BE serfa menor que las 4reas que que-
dan en torno. Lo cual es imposible, pues se habfa demostrado
que el tridngulo BET era igual a (la suma de) los trapecios EM,
®A, OP, ®0 mis el trisngulo FOZ, que son mayores que las
dreas que quedan en torno. ’

Por tanto, el segmento BOI no es menor que el drea Z. Y se
habia demostrado que tampoco era mayor. Luego el segmento
es igual al drea Z.

ProPOSICION 17

Demostrado esto, estd claro que todo segmento comprendi-
do por una recta y una seccidn de cono rectdngulo es cuatro
tercios del tridngulo que tiene la misma base e igual altura que
el segmento.

Sea un segmento comprendido por una recta y una seccidén
de un cono rectdngulo, y sea su vértice el punto 0, e inscribase
en él el tridngulo BOT que tenga la misma base e igual altura
que el segmento. Puesto que el punto @ es el vértice del seg-
mento, la recta trazada desde © paralela al didmetro corta por la
mitad a BT, y la recta BT es paralela a la tangente a la seccion
en el punto ©. Tricese EO paralela al didmetro y desde B trdce-
se también BA paralela al diametro y, desde I', T'A tangente ala
seccién del cono en el punto T

Puesto que KO es paralela al didmetro y T'A tangente a la

2 En las props. 14y 15.
2 s decir, «restando en ambos miembros de la desigualdad».
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seccién en el punto I', y ET es paralela a 1a tangente a la seccién
en el punto O, el tridngulo BATI es el
cuédruple del tridngulo BOI'. Y puesto
que el tridngulo BAT es el triple del
segmento BOI y el cuddruple del tridn-
gulo BOT, es evidente que el segmen-
to BOTI es cuatro tercios del tridngulo
BOT.

V. 4 x 44

De los segmentos comprendidos
por una recta y una linea curva, llamo
base a la recta; altura, a la perpendicu-
lar mayor trazada desde la curva hasta
1a base del segmento; vértice, al punto
desde el cual se traza la perpendicular
mayor.

ProrosicioN 18

Si en un segmento que estd comprendido por una recta y
una seccion de un cono rectdngulo se traza una recta paralela
al didmetro desde la mitad de la base, el vértice del segmento
serd el punto en el que la recta trazada paralela al didmetro
corta a la seccidn del cono.

Sea ABI un segmento comprendido por una recta y una
seccién de cono rectangulo, y desde
el centro de Al trdcese AB paralela
al didmetro.
Puesto que en una seccién de
- < cono rectdngulo ha sido trazada BA
paralela al didmetro y las rectas AA,
AT son iguales, es evidente que Al y la tangente a la seccién
del cono en el punto B son paralelas.

A
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Est4 claro por tanto que de las perpendiculares trazadas desde
la secci6n del cono hasta AT la mayor ser4 la trazada desde B.
Por tanto B es el vértice del segmento.

ProprosiciION 19

En un segmento comprendido por una recta y una seccion
de un cono rectdngulo la recta trazada desde el punto medio de
la base®™ serd en longitud cuatro tercios de la trazada desde el
punio medio de la mitad®.

Sea ABI un segmento comprendido por una recta y una
seccién de cono rectdngulo, y tricese la recta BA paralela al
didmetro desde el punto medio de AT, la recta EZ desde el pun-
to medio de AA y trdcese también

Z0 paralela a AT &8
Puesto que en una seccién de /2]

cono rectdngulo ha sido trazada BA

paralela al didmetro y las rectas AA, /

Z© son paralelas a la tangente enel 4 £ 4
punto B, es evidente que BA guarda
con B en longitud la misma razén que AA con Z® en cuadra-
do. Por tanto, BA es el cuddruple de B® en longitud.
Estd claro por tanto que BA es en longitud cuatro tercios

de EZ.

ProprosicioN 20

Sien un segmento comprendido por una recta y una seccion
de cono rectdngulo se inscribe un tridngulo que tenga la misma

% «Paralela al didmetro», se entiende.
% «Desde el centro de la mitad de la base», se entiende.
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base que el segmento y la misma altura, el tridngulo inscrito
serd mayor que la mitad del segmento.

Sea ABI un segmento como se ha dicho e inscribase en él
s el tridngulo ABT que tenga la misma base que el segmento en-
tero e igual altura.

Puesto que el tridngulo tiene
la misma base y la misma altura
que el segmento, por fuerza el
punto B serd el vértice del seg-
mento. Por tanto, la recta AT es
paralela a la tangente a la sec-
cién en el punto B. Por el punto

B trdcese AE paralela a AT, y desde los puntos A, T" tracense

AA, TE paralelas al digmetro. Estas caerdn fuera del segmento.
15 Puesto que el tridngulo ABT es la mitad del paralelogramo

AAET, est4 claro que es mayor que la mitad del segmento.

d y. ] v

10 A4 i

COROLARIO

20 Demostrado esto, es evidente que es posible inscribir en
este segmentq un poligono de tal manera que los segmentos que
quedan en torno sean menores que cualquier drea propuesta.
Por ello est4 claro que, restada continuamente un 4rea que sea
mayor que la mitad, al disminuir continuamente los segmentos

25 restantes, llegaremos a hacerlos menores que cualquier drea
propuesta.

306 Prorosicion 21
Si en un segmento comprendido por una recta y una seccién

de cono rectdngulo se inscribe un tridngulo que tenga la misma
base que el segmento y la misma altura, y en los segmentos
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restantes se inscriben otros tridngulos que tengan la misma
base que los segmentos y la misma altura, el tridngulo inscrito
en el segmento entero serd el 6ctuplo de cada uno de los tridn-
gulos inscritos en los segmentos que quedan en torno.

Sea ABI un segmento como se ha dicho y cértese AT por la
mitad por el punto A, y tricese BA paralela al didmetro; entonces
el punto B es el vértice del segmento [Prop. 18]. Luego el tridn-
gulo ABT tiene la misma base que el segmento y la misma altu-
ra. Cértese de nuevo AA por la mitad por el punto E y trdcese EZ
paraiela al didmetro, y cértese AB por el punto ®. Entonces el
punto Z es el vértice del segmento AZB. Y el tridngulo AZB
tiene la misma base

27 B
que el segmento” y
la misma altura. Z

Se ha de demos-
trar que el tridngulo
ABI" es el éctuplo
del tridngulo AZB.

Asf, BA es cua- 4 x 7 X Fud
tro tercios de EZ
{Prop. 19] y el doble de E®. Luego E® es el doble de @Z. De
manera que también el tridngulo AEB es el doble del ZBA, pues
el tridngulo AE® es el doble del A®Z, y el ©BE el doble del
Z@B. De modo que el tridngulo ABT es el éctuplo de AZB.

De manera semejante se demostrard que también es (el 6¢-
tuplo) del (tridngulo) inscrito en el segmento BHT .

ProPoSICION 22

Si hubiera un segmento comprendido por una recta y una
seccion de cono rectdngulo y se dispone un niimero cualgquiera

2 [4ZB).
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de dreas sucesivamente en la razon de cuatro a unoy lamayorde
las dreas fuera igual al tridngulo que tiene la misma base gue
el segmento y la misma aitura, la suma de todas las dreas serd

menor que el segmento.

Sea AABET un segmento comprendido por una recta y una

seccion de un cono rectangulo, y sean Z, H, ®, I un nimero

cualquiera de 4reas dispuestas sucesivamente y sea el cuddru- |
ple el antecedente del consecuente, y sea Z la mayor, y sea Z |
igual al tridngulo que tiene la misma base que el segmento e |

igual altura.

Digo que el segmen-
to es mayor que {la
suma de) las dreas Z, H,
6,1

Sea el punto B el
vértice del segmento
4 entero y los puntos A, E
los de los segmentos que quedan en tormo. Puesto que el tridn-
gulo ABT es el 6ctuplo de cada uno de los tridngulos AAB,

4, E

BET, est4 claro que es el cuddruple de 1a suma de ambos. Y pues-
to que el tridngulo ABT es igual al drea Z, seg(in eso también (la
suma de) los tridngulos AAB, BET son iguales al drea H. Del
mismo modo se demostrard también que (la suma de}) los tridn-
gulos inscritos en los segmentos que quedan en torno con la
misma base que los segmentos y la misma altura son iguales al
4rea ©, y que (la suma de) los tridngulos inscritos en los seg-
mentos resultantes posteriormente son iguales al drea L.
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Luego la suma de todas las dreas propuestas anteriormente
seré igual a un poligono inscrito en ¢l segmento.
Luego est4 claro que es menor que el segmento.

PROPOSICION 23

Si se disponen sucesivamente magnitudes en la razon de
cuatro a uno, todas las magnitudes mds la tercera parte de la
menor sumadas en una sola serdn cuatro tercios de la mayor.

Sean pues A, B, T, A, E un nimero cualquiera de magnitu-
des dispuestas sucesivamente, cada una el cuddruple de la si-
guiente, y sea A la mayor, y sea Z la tercera parte de B; H1a ter-
cera parte de T'; © la tercera parte de A; I 1a tercera parte de E.

4 B TI' 4 E

|

Z H 8 1
i

B

Puesto que Z es la tercera parte de B y B la cuarta parte de
A, la suma de B, Z es la tercera parte de A. Por la misma razén,
(la suma de) H, T es la (tercera parte) de B y (la suma de) ®, A
(la tercera parte) de T y (la suma de) I, E la (tercera parte) de A.
Y la suma de todas las magnitudes B,T', A, E,Z, H, ©,Tes la
tercera parte de lasumade A, B, T, A.Y (la suma de) las propias
magnitudes Z, H, © es la tercera parte de las propias B, T', A.
Luego también las restantes B, T, A, E, I son la tercera parte de
la magnitud restante A.

[
o
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Es evidente, por tanto, que la suma de todas las magnitudes
A, B, T, A, E mds I -—es decir, la tercera parte de E— es cuatro
tercios de A%,

Proposicion 24

Todo segmento comprendido por una recta y una seccién de
cono rectdngulo es cuatro tercios del tridngulo que tiene la
misma base que él e igual altura.

Sea AABEI un segmento comprendido por una recta y una
seccion de cono rectdngulo, y sea ABI un trisngulo que tiene la
misma base que el segmento e igual altura, y sea el 4rea K cua-
tro tercios del tridngulo ABT

Se ha de demostrar que es igual al segmento AABET.

Pues si no es igual, es mayor o menor.

Sea primero mayor, si es posible, el segmento AABET que
el drea K.

A r

* Una demostracién més general en EUcLIDEs IX 35: «Si tantos mimeros
como se quiera estdn en proporcién continua, y del segundo y del dltimo se
quitan ndmeros iguales al primero, el exceso del segundo al primero serd como
el exceso del tltimo a (la suma de) todos los anteriores a él». Para la generali-
zacién de esta proposicién puede verse STAMATIS, Ievikevoic Evac Bempiporog
00 "Apyndovg, Tidrav 15 (1963), fasc. 29-30, 165-168, y DUKSTERHUIS,
op. cit., pags. 129-130.
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He inscrito los tridngulos AAB, BEI', como se ha dicho, ¥
he inscrito también en los segmentos que quedan en tomo otros
tridngulos que tienen la misma base que los segmentos y la mis-
ma altura, y en los segmentos que van resultando sigo inscri-
biendo constantemente dos tridngulos gue tienen la misma base
que los segmentos y la misma altura.

Los segmentos que van quedando serdn menores que el ex-
ceso en que excede el segmento AABET al 4rea K. De manera
que el poligono inscrito serd mayor que K. Lo cual es imposi-
ble. Dado que hay unas dreas dispuestas sucesivamente en la
razén de cuatro a uno ~——en primer lugar, el tridnguolo ABI, cué-
druple de los tridngulos AAB, BET [Prop. 21]; después, éstos
mismos son el cuddruple de los tridngulos inscritos en los seg-
mentos siguientes y asf sucesivamente—, estd claro que la suma
de todas las dreas es menor que cuatro tercios de la mayor; y el
drea K es cuatro tercios del drea mayor; por tanto el segmento
AABEI no es mayor que el area K.

[1]
Sea, si es posible, menor.

Péngase el tridngulo ABI"ignal al drea Z; el 4rea H, la cuarta
parte de Z y, de manera semejante, el drea © (la cuarta parte) de
H y pénganse constantemente de modo sucesivo hasta que la
ultima resulte menor que el exceso en que el drea K excede al
segmento, y sea I menor®. Asf, {la suma de) las dreas Z, H, ©, I

# Entiéndase: «menor que el exceso».
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mds la tercera parte de I es cuatro tercios de Z. Y el drea K tam- */‘
bién es cuatro tercios de Z. Por tanto, el 4rea K es igual a (la |

suma de) las dreas Z, H, ©, 1 m4s la tercera parte de I. Puesto que

el drea K excede a la suma de las dreas Z, H, ©, ] en una magni-
tud menor que I y al segmento en una magnitud mayor que I,
estd claro que (la suma de) las édreas Z, H, ©, I es mayor que el |
segmento. Lo cual es imposible, pues se habia demostrado que
si habfa un niimero cualquiera de dreas dispuestasen larazénde |
cuatro a uno y la mayor era igual al trigngulo inscrito en el seg-

mento, 1a suma de todas las 4reas seria menor que el segmento.
Luego, el segmento AABET no es menor que el drea K.

Y se habia demostrado que tampoco era mayor. Luego es
igual al 4rea K.Y el 4rea K es cuatro tercios del tridngulo ABT.
Luego también el segmento AABET es cuatro tercios del tridn-
gulo ABI.

SOBRE LOS CUERPOS FLOTANTES



INTRODUCCION

El tratado Sobre los cuerpos flotantes es, junto con el
Equilibrio de las figuras planas, una de las dos obras de tema
fisico debidas a Arquimedes. En €l se contienen los mas anti-
guos estudios cientificos sobre hidrostética y la expresién del
principio fundamental de dicha materia, el bien conocido «prin-
cipio de Arquimedes» cuyo descubrimiento inmortalizé la
anécdota sobre la corona de Hierén que Plutarco nos ha trans-
mitido’.

Su texto parecia haberse conservado sélo en la traduccion
latina de Guillermo de Moerbeke hasta que el descubrimiento
del palimpsesto permitié a Heiberg recuperar buena parte del
texto griego? y dio a conocer la demostracién de la proposicién
8 del Libro |, que faltaba en la versién latina. Mas recientemente,
el equipo dirigido por Netz ha podido leer pasajes del palimpses-
to que Heiberg tuvo que dar por imposibles y, al parecer, han
sido publicados en una edicidén no venal. Lamentablemente, no
hemos podido consultarla, de modo que nuestra traduccién re-
flejael texto, en parte griego, en parte latino, editado por Heiberg
y recoge las ilustraciones publicadas por ese mismo estudioso.

El texto conserva el dialecto dorio de Arquimedes y se com-
pone de dos libros. En el primero, un breve predmbulo recoge la

' Cf. vol. 1, Introduccién, pdgs. 9-10 y 15-16.
2 Cf. vol. 1, Introduccién, pags. 54 y ss., especialmente pédgs. 60-63.
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hipétesis —que usa como postulado— de que en los liquidos,
la parte menos presionada es empujada por la més presionada,
y que cada una de las partes es presionada verticalmente por el
liquido que estd por encima de ella®. A partir de esta hipétesis,
las nueve proposiciones de que consta el Libro I avanzan como
si fueran fruto del método deductivo —un poco al modo en que
vefamos que se desarrollaba el tratado astronémico de Euclides
sobre los Fendmenos*—, aunque en realidad los enunciados pro-
puestos y demostrados proceden con toda probabilidad de ob-
servaciones sistematicas repetidas —radicalmente diversas, no
obstante, del método experimental, que no serfa definido y uti-
lizado en las investigaciones cientificas hasta dos milenios mds
tarde.

Las proposiciones 1 y 2 conducen a la afirmacién de que «la
superficie de todo liquido en estado de inmovilidad tiene la fi-
gura de una esfera cuyo centro es el centro de la tierra»; en la pro-
posicién 3 se determinan las condiciones de estética de las mag-
nitudes de igual peso especifico® que el fluido en que se las
sumerge; las proposiciones 4 y 5 estudian ciertas particularida-
des de la estatica de las magnitudes de menor peso especifico
que el fluido, y en las proposiciones 6 y 7 se formula el «prin-
cipio de Arquimedes» de modo separado para los casos de mag-
nitudes de peso especifico menor (prop. 6) y mayor (prop. 7)
que el fluido en que se las sumerge. Por tltimo, las proposicio-
nes 8 y 9 se refieren a la posicion de equilibrio de un casquete
esférico de peso especifico inferior al del fluido, de acuerdo con
el principio, expresado al principio de la obra, de que el empu-
je del fluido sobre el sélido se ejerce sobre el centro de grave-
dad del mismo y siguiendo la vertical.

3 Sobre las dificultades suscitadas por este postulado puede verse el co-
mentario de DUKSTERHUIS, op. cit., pdgs. 377-379.

4 Ver BCG 277, pégs. 241-324.

3 Noci6n descubierta por Arquimedes, segin testimonia la anécdota de la
corona de Hierén, pero a la que el siracusano no llegé a dar un nombre con
categorfa terminolégica.
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El Libro II se abre con la demostracién de que el s6lido de
menor densidad que el liquido en que es depositado guarda en
peso con el liquido desalojado la misma razén que guarda
la parte sumergida del sélido con el sélido entero. Las otras
nueve proposiciones que componen esta parte del tratado se
ocupan en exclusiva del estudio de la estatica del segmento rec-
to de paraboloide de revolucién: las proposiciones 2 y 3 estu-
dian los casos en que el eje del segmento de paraboloide no es
mayor que una vez y media el pardmetro; las proposiciones 4 y
5, cuando el eje es mayor que una vez y media el pardmetro; las
proposiciones 6 a 9, diversas situaciones cuando el eje es mayor
que una vez y media el pardmetro pero menor que 15/4 del mis-
mo y, por dltimo, la proposicién 10 determina las distintas po-
siciones en que queda flotando el segmento de paraboloide
cuando el eje del mismo es mayor que 15/4 del parimetro.

A pesar de que la lectura del tratado se hace especialmente
costosa —en parte, en razén de la falta absoluta de terminolo-
gfa en este campo del conocimiento, que fuerza al autor a em-
plear constantemente largas perifrasis— hay que reconocer en
esta obra la muestra mds elevada de la genialidad de Arqui-
medes. No obstante lo significativo de sus descubrimientos,
los hallazgos dados a conocer en este tratado quedaron précti-
camente en el olvido hasta el Renacimiento, cuando, a mediados
del siglo Xv1, 1a imprenta puso a disposicién de los estudiosos
la traduccién latina de Moerbeke, dando pie a nuevas investi-
gaciones en esta materia—como el descubrimiento de la para-
doja hidrostética (Stevin, 1586) o los trabajos de Pascal, yaen
el siglo xvIIL.

Aun cuando fueron ignorados durante casi dos milenios, los
libros Sobre los cuerpos flotantes han sido valorados en térmi-
nos laudatorios por los mejores especialistas. Asf Dijksterhuis
pondera que «ésta es la parte del trabajo de Arquimedes que
suscita la mds elevada admiracién del matemadtico de hoy, tanto
por la elevada calidad de los resultados obtenidos, que parecen
estar mucho mds all4 de la palidez de los de la matematica cl4-
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sica, como por la genialidad del argumento» y Ver Eecke subra-
ya el interés de la obra desde el punto de vista de la ingenieria
al afirmar que de estas proposiciones se desprende la teoria del
metacentro, que permitirfa a la construccién naval superar el
estadio del mero empirismo.

LIBRO1I

Supdngase que el liquido tiene una naturaleza tal que de las
partes suyas que yacen por igual y son continuas, la menos pre-
sionada es empujada por la mds presionada, y que cada una de
sus partes es presionada verticalmente por el liquido que estd
por encima de ella a menos que el liquido esté encerrado en un
recipiente y sea presionado por alguna otra cosa.

PROPOSICION 1

Si hay una superficie cortada mediante un plano que, pa-
sando siempre por el mismo punto, produce como seccion' un
arco de circulo cuyo centro es el punto por el que es cortada
mediante el plano, la superficie serd una esfera.

Sea pues una superficie cortada mediante un plano que, pa-
sando por el punto K, produce siempre como seccién un arco de
circulo, y sea K el centro de éste.

Si esta superficie no es una superficie de esfera, las lineas
que van del centro a la superficie no serdn todas iguales.

! A partir de aqu{ 'y hasta el final de la proposicién 1, asi como buena parte de la
proposici6n 2 (es decir, el pasaje que va de 318, 12 hasta 320, 15) se nos ha conser-
vado como fuente vinica el texto latino de la versién de Guillermo de Moerbeke.
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Asf, sean en la superficie unos puntos A, B, G, D y unas |
rectas desiguales AK, KB y por las mismas KA, KB tricese un |
plano y produzca como seccién en la su- |
perficie la linea DABG:; ésta es un circu- |
lo y su centro el punto K, dado que asi se |
habia supuesto la superficie. Luego las |

4 B

X rectas KA, KB no son desiguales.

Luego por fuerza la superficie es su-

perficie de una esfera.

ProposICION 2

La superficie de todo liquido en estado de inmovilidad ten- |
drd la figura de una esfera que tendrd por centro el mismo que

la tierra.

Supdngase un liquido en estado de inmovilidad® y cortese |
su superficie mediante un plano que pase por el centro de la
tierra, y sea K el centro de la tierra y la seccidn de su superficie

la linea ABGD.
Digo que la linea ABGD es un arco de circulo y K su centro.

Pues si no es asi, las rectas trazadas desde K que inciden en

la linea ABGD no serdn iguales.

Témese pues una recta que sea mayor que unas y menor que

otras de las que desde K inciden en la linea ABGD, y con centro
en K vy por radio la linea tomada tricese un circulo. Entonces
la circunferencia del circulo caerd en parte por fuera de la k-
nea ABGD y en parte por dentro, puesto que el radio es

mayor que unas y menor que otras de las que inciden hasta la
linea ABGD. Sea pues ZBH la circunferencia del circulo des- j
crito, y desde B tricese una recta hasta K, y trdcense ZK, KEL 1}

2 Lat. consistens ita, ut maneat inmotus; gr. (segn se desprende de la parte
de la proposicién conservada en griego), kathestakos héste akinéton ménein.
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que formen dngulos iguales®, y también con centro K tricese un
arco XOP en el plano y en el liquido.

Asi, ciertas partes del liquido yacen por igual y son conti-
nuas segdn el arco XOP
alternativamente: algunas
son presionadas segiin el
arco XO por el liguido que
comresponde al lugar ZB, y
otras segiin el arco OP por
el liquido que corresponde
al lugar BE; por tanto, son
presionadas de modo des-
igual las partes del liquido correspondientes al arco XO* y las
correspondientes al OI1. De modo que las menos presionadas
serdn empujadas por las més presionadas. De modo que el 1i-
quido no esté en reposo. Pero se habia supuesto que estaba dis-
puesto de modo que permanecia inmévil. Por tanto es de nece-
sidad que la linea ABTI'A sea un arco de circulo v que K sea su
centro.

Del mismo modo se demostrard también que, si la superfi-
cie del liquido es cortada de otra manera mediante un plano
que pase por el centro de la tierra, la seccién sera un arco de
circulo y su centro serd el {punto) que también es centro de la
tierra.

Por tanto, es evidente que la superficie de un liquido en es-
tado de inmovilidad tiene la figura de una esfera con el mismo
centro que la tierra, puesto que es de tales caracteristicas que
{cortada por el mismo punto) produce como seccién una cir-
cunferencia de un circulo que tiene por centro el punto por el
que pasa el plano mediante el cual es cortada [Prop. 1].

z4 x X /¥ 4

3 «Con BK», se entiende.
* A partir de este punto volvemos a contar con texto griego.
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PROPOSICION 3

De las magnitudes sélidas, las que tienen el mismo peso que
el liquido, depositadas en el liquido, se sumergirdn de modo
que no sobresalgan en absoluto de la superficie del liquido y ya
no serdn llevadas mds hacia abajo’.

Depositese en un liquido una magnitud sélida de las que
tienen el mismo peso que el liquido y, si es posible, sobresalga
algo de ella por encima de la superficie del liquido, y esté el li-
quido en tal situacién que permanezca inmévil. Considérese un
plano trazado pasando por el centro de la tierra y por el liquido
y por la magnitud sélida, y sea el arco ABI'A la seccién de la
superficie del liquido y la figura EZH® la de 1a magnitud séli-
da, y sea K el centro de
la tierra. Y del sélido
esté la parte BTH®en el
liquido, y la parte BEZT,
fuera.

Considérese la figu-
ra sélida comprendida
por una figura semejan-
te a una pirdmide que
tenga por base el paralelogramo que estd en la superficie del
liquido y por vértice el centro de la tierra, (y sea) donde figura
el arco ABT'A (la seccién del pla)no y las rectas KA, KM las de
las caras de la pirdmide. Con centro en K describase la superfi-
cie de otra esfera en el liquido que estd por debajo del sélido
EZH® y cértese mediante un plano, y témese también otra pi-
ramide igual y semejante a la que comprende el sélido y conti-

Z}[E

4 X §/

 HEIBERG recoge como locus similis el siguiente pasaje de HERON (Pneu-
matical, pag. 24, 11): «Arquimedes demostré en los Cuerpos flotantes que los
cuerpos del mismo peso que el liquido ni sobresaldrén del liquido ni se sumer-
girdn, ni tampoco, por tanto, ejercerdn presién sobre lo que estd debajo».
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gua a ella, y sean las rectas KM, KN la seccién de sus caras, y
en el liquido considérese tomada del liquido una magnitud
PXTY, igual y semejante a la parte del sélido correspondiente a
B, H, ©, I" que estd en el liquido.

Las partes del liquido que estdn en la primera pirdmide por
debajo de la superficie en donde figura el arco ZO y las que
estdn en la otra, en donde figura ITO, yacen por igual y son
continuas. Pero no reciben la misma presién, pues la correspon-
diente a ZO recibe la presién del s6lido ®HEZ y 1a del liquido
que esté entre las superficies correspondientes a 2O, AM y a
las caras de la pirdmide, mientras que la correspondiente a ITO,
la del liquido que est4 entre las superficies correspondientes a
I1O, MN y a las caras de la pirdmide. Y el peso del liquido co-
rrespondiente a MN, OIT serd menor, pues, por una parte, el
correspondiente a PXTY es menor que el s6lido EZH® —pues
es igual al correspondiente a HBI'® por haber supuesto que el
s6lido es igual en magnitud y del mismo peso (que el liquido)—
y, por otra parte, (lo restante es igual a lo restante). Por tanto, es
evidente que la parte correspondiente al arco OI1 serd empuja-
da por la correspondiente al arco OZ, y el liquido no estara in-
mévil. Pero se ha supuesto que estaba inmévil.

Luego no sobresaldra de la superficie del liquido nada de la
magnitud solida. Y el sélido, una vez sumergido, no serd lleva-
do hacia abajo, pues todas las partes del liquido que yacen por
igual recibirdn la misma presion por ser del mismo peso el s6li-
do y el liquido.

PROPOSICION 4

De las magnitudes sdlidas, la que es mds liviana que el li-
quido, depositada en el liquido, no se sumergird entera, sino
que una parte de ella quedard por fuera de la superficie del
liquido.
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Sea una magnitud sélida mds liviana que el liquido vy, una
vez depositada en el liquido, quede sumergida entera, si es po-
sible, y no quede nada de ella por fuera de la superficie del li-

quido y esté el liquido en estado tal que permanezca inmévil. |

Considérese un plano trazado pasando por el centro de la
tierra y por el liquido y por la magnitud sélida y corte este plano
a la superficie del liquido segun el arco ABI" y a la magnitud

solida segun la figura donde esta Z, y sea K el centro de la tierra; |
considérese una pirdmide que comprenda a la figura Z, comola

de antes [Prop. 3], que tenga por vértice el punto K y corte a sus
caras el plano ABI segtin las rectas AK, KB y témese otra pi-

ramide igual y semejante a ésta, y corte el plano las caras de ,i

€sta segiin las rectas KB, KI', y tracese en el liquido la superfi-

cie de otra esfera, con centro en K, por debajo de 1a magnitud

4 @

sélida, y cortela® el mismo plano segiin el arco ZEOI1, y consi-
dérese también una magnitud —la de H— tomada del liquido,
comprendida en la segun-
2 da pirdmide, igual al s6-

lido Z.
@ * Las partes del liquido
2 de la primera pirdmide
por debajo de la super-
r ficie correspondiente al
x arco EO y las del liguido
de la segunda por debajo
de la superficie correspondiente al arco OI1 yacen por igual y
son continuas una con otra. Pero no reciben igual presién, pues
el de la primera pirdmide recibe la presién de la magnitud s6-
lida Z y la del liquido que lo rodea y que est4 en el espacio de
la pirdmide sefialado por A, B, O, E, mientras que el de la otra
pirdmide recibe la presién del liquido que lorodea y que estd en
el espacio de l1a pirdmide seiialado por I1, O, B, I'; por otro
lado, el peso correspondiente a {Z es menor que el peso corres-

¢ Debe cortar «la superficie de esta segunda esfera», se entiende.

SOBRE LOS CUERPOS FLOTANTES 201

pondiente a) H, dado que es igual a ésta en magnitud, pero que
se ha supuesto que la magnitud sélida era mds liviana que el
liquido, y que los pesos del liquido que rodea las magnitudes Z,
H en cada una de las piramides son iguales. Por tanto, recibird
mayor presién la parte del liquido que queda bajo la superficie
correspondiente al arco OIT; por tanto, el que recibe menor
presién serd empujado y el liquido no permanecerd inmévil;
pero se habia supuesto que si.

Luego no se sumergird entero, sino que habré4 una parte de
é1 que quede fuera de la superficie del liquido.

PROPOSICION 5

De las magnitudes sdlidas, la que sea mds liviana que el li-
quido, depositada en el liquido, se sumergird en la medida en
que un volumen del liquido igual al volumen de la parte sumer-
gida tenga un peso igual al de la magnitud entera.

Constriyase lo mismo que en las proposiciones anteriores y
esté inmoévil el liquido, y sea la magnitud EZH® miés liviana
que el liguido.

zZ M
® -

j;ﬂ

A K v/

Puesto que el liquido estd inmdvil, las partes de él que yacen
por igual estardn recibiendo la misma presién. Por tanto, el li-
quido que estd por debajo de la superficie correspondiente al
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arco EQ y al ITO estard recibiendo la misma presién. De modo
que el peso por el que estdn presionados es igual. Y también el
peso del liquido que hay en la primera pirdmide menos el del
s6lido BHOT es igual al peso {del liquido de 1a otra pirdmide)
menos el del liquido PXTY. Es evidente por tanto que el peso de
la magnitud EZH® es igual al peso del liquido PETY.

Estd claro por tanto que un volumen de liquido tan grande
como el de la parte sumergida de la magnitud sélida tiene el
mismo peso que la magnitud entera.

PropPOSICION 6

Los sélidos mds livianos que el liquido, forzados dentro del
liquido, son desplazados hacia arriba con una fuerza tan gran-
de como el peso en que es mds pesado que la magnitud el ligui-
do que tiene igual volumen que la magnitud,

Sea A una magnitud mds liviana que el liquido y sea B el
peso de la magnitud en la que figura A, y sea BI el del liquido’
que tiene igual volumen que A.

Se ha de demostrar que la magnitud A forzada dentro del
liquido serd desplazada hacia arriba con tanta fuerza como ten-
gacel pesol.

Témese una magnitud, en la que figura A, que tenga un peso
igual aT'. La magnitud compuesta de las dos magnitudes en las
que figuran A, A es mds liviana que el l{quido, pues BI es el
peso de la magnitud compuesta de ambas, mientras que ¢l peso
del liguido que tiene el mismo volumen que ésta® es mayor que
BT, por ser BI' el peso de la magnitud que tiene el mismo volu-
men que A, Depositada en el liquido la magnitud compuesta de
las dos magnitudes A, A se sumergird en una medida tal que {un

7 «El peso det liquido», se entiende.
* Es decir, «que BI'».
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volumen de liquido) como el de la parte sumergida de la mag-
nitud tenga igual peso que la magnitud entera —pues €sto se ha
demostrado [Prop. 5]—. Sea el arco ABI'A la superficie de un
liquido.

Puesto que un volumen del liquido tan grande como la mag-
nitud A tiene igual peso que las magnitudes A, A, estd claro que
la parte sumergida de éste serd la magnitud A y que la parte
restante de éste, en la que figura A,
estard entera por encima de la su-
perficie del liquido. Pues si el s6li- B
do queda sumergido’® 1...T se sigue _—
.7 demostrado esto. Esta claro, B
por tanto, que la magnitud A es A4 D e
desplazada hacia arriba f...T desde
arriba A hacia abajo, puesto que L
ninguna de las dos magnitudes era
desplazada por la otra. Pero A ejerce presion hacia abajo con
tanto peso como I'. Pues se habfa supuesto que el peso de la fi-
guraenlaqueestd Aeraigualal.

Luego es evidente lo que habia que demostrar.

ey

PROPOSICION 7

Las magnitudes mds pesadas que el liquido, depositadas en
el liguido, se desplazardn hacia abajo hasta llegar al fondo, y
en el liguido serdn mds livianas en un peso igual al del liquido
de volimen igual al volumen de la magnitud sélida.

9 Heiberg, sin ofrecer una conjetura que colme las pequefias lagunas, resti-
tuye en su versién latina el sentido siguiente: «Pues si el s6lido se sumerge de
otra manera, se sigue una contradiccién con lo demostrado anteriormente. Esté
claro por tanto que la magnitud A es desplazada hacia arriba con una fuerza tan
grande como la presién que ejerce desde arriba A hacia abajo, puesto que nin-
guna de las dos magnitudes...».
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Que se desplazaran hacia abajo hasta llegar al fondo, es evi-
dente, pues las partes del liquido por debajo de ésta!® experi-
mentardn mayor presion que las partes que yacen por igual que
ellas, dado que se ha supuesto que la magnitud sélida es mds
pesada que el liquido.

Que serdn mds livianas como se ha dicho, se demostrard.

Sea A una magnitud que es mds pesada que el liquido, y sea
BI el peso de la magnitud en la que figura A, y B el del liquido
de igual volumen que A.

Se ha de demostrar que la magnitud A, estando en el liqui-
do, tendr4 un peso igual al'.

Témese una magnitud, en la que figura A, (mds liviana que
el liquido de volumen igual a ella, y sea) igual al peso B el peso
de la magnitud en la que figura A, y sea el
peso del liquido de volumen igual a la mag-

B nitud A igual al peso BI'.
4 T Ip Sumadas en una sola las magnitudes en
G las que figuran A, A, la magnitud suma de

ambas serd del mismo peso que el liquido,
pues el peso de las magnitudes sumadas es
igual a los pesos BI' y B sumados, mientras
que el peso del liquido de volumen igual a la suma de las dos
magnitudes es igual a esos mismos pesos.

Asf pues, una vez depositadas las magnitudes en el liquido,
pesardn lo mismo que el liquido y no se desplazaran hacia arri-
ba ni hacia abajo [Prop. 3]. Por lo cual la magnitud en la que
figura A serd desplaza(da hacia abajo y, con la misma fuerza),
la magnitud en la que figura A tira de ella hacia arriba, mientras
que la magnitud en la que figura A, puesto que es m4s liviana
que el liquido, serd desplazada hacia arriba con la misma fuerza
quetiene el peso I —pues se ha demostrado que las magnitudes
solidas mds livianas que el liquido metidas por la fuerza dentro
del liquido son llevadas hacia arriba con una fuerza igual al peso

1 «De la magnitud en cuestion», se entiende.
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en que el liquido de igual volumen que la magnitud es mas pe-
sado que la magnitud [Prop. 6]. Y el liquido del mismo volumen
que A es més pesado que la magnitud A enel pesoT.

Asf, es evidente también que la magnitud en la que figura A
serd desplaza(da hacia abajo con un peso igual al de T').

% % k

Sup6ngase que cada una de las magnitudes desplazadas (ha-
cia arriba, de las que estdn en un liquido), son llevadas hacia
arriba segun la vertical trazada pasando por su centro de grave-
dad.

PROPOSICION 8

Si una magnitud solida, mds liviana que el liquido, con figu-
ra de casquete esférico, es depositada en un liquido de tal ma-
nera que la base del casquete no esté en contacto con el liquido,
la figura se mantendrd derecha de tal modo que el eje del cas-
quete esté vertical; y si la figura fuese arrastrada por aiguna
fuerza de modo que la base del casquete entre en contacto con
el liquido, no permanecerd inclinada si se deja libre, sino que
volverd a ponerse derecha.

Considérese una magnitud como la que se ha dicho depo-
sita(da) en el liquido, y considérese un plano trazado {porel eje
del) casquete y el centro de la tierra, y sea la seccién de la su-
petficie del liquido el arco ABI'A, y la de la figura depositada
en el liquido, el arco EZH®, y sea OZ el eje del casquete; el
centro de la esfera estd, naturalmente, en la recta ©Z.

En primer lugar, si el casquete es mayor que un hemisferio,
sea K y esté la figura inclinada si es posible, ya sea inclinada
por alguna cosa, ya por si misma.

Se ha de demostrar que no permanecerd quieta, sino que

—
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volverd a ponerse derecha de modo que los puntos Z, @ esténen
vertical.

Dado que se ha supuesto que 1a fi- i

gura estd inclinada, los puntos Z, &

y A tricese la recta KA, y supdngase
que el punto A es el centro de la tie-
rra. La figura tomada del liquido
comprendida por la superficie del 1f-
quido tiene su eje en la recta KA
—pues si las superficies de dos esfe-
ras se cortan entre sf, la seccién es un
circulo perpendicular a la recta que une los centros de las esfe-
ras''—. Asi, el centro de gravedad de la figura tomada del liqui-
do correspondiente al arco BNI' estd en larecta KA: sea P. Y el
centro de gravedad del casquete entero, el correspondiente al
arco @HZE, estd en la recta Z@: sea E. Por tanto, el centro de
gravedad del (resto de la figura, que esté por fuera) de la super-
ficie del liquido, est4 en la prolongacién de la recta PZ, toman-
do de ella una recta, ZE, que guarde con la recta ZP la misma
razdén que guarda el peso del casquete correspondiente al arco
BN con el peso de la parte que estd fuera del liquido ——pues
esto se ha demostrado [Equil. Plan. 18]}—. SeaX el centrode la
figura indicada. Puesto que ¢l peso de la figura que queda fuera
del liquido es desplazado hacia abajo segin la recta AZ, mien-
tras que la parte que estd en el liguido es desplazada hacia arriba
segin la recta PK [Prop. 7, 336, 14 y ss.], es evidente que Ia fi-
gura no permanecerd quieta, sino que las partes de la misma
que estdn hacia E serdn desplazadas hacia abajo mientras que
las que estdn hacia H, hacia arriba, y serdn desplazadas siem-
pre en la misma direccién hasta que Z® esté vertical. Y una vez

1 Aungue esto puede deducirse en aplicacion de ciertos contenidos de los
Elementos de Euclides, la literatura matemética griega no nos ha conservado
ninguna demostracién directa de ello.

no estdn en vertical. Por los puntos K
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que Z® esté vertical, los centros de gravedad de la parte. que
estd en el liquido y de la que estd fuera estardn en la misma
vertical, pues estar4n en la recta Z©. Asi, los pesos se presiona-
r4n el uno al otro en sentidos opuestos segin la misma vertical,
impulsado el uno hacia abajo y el otro hacia arriba. De modo
que la figura permanecerd quieta, pues ninguna de las dos par-
tes serd empujada por la otra.

Lo mismo suceder4 también si la figura fuera un hemisferio 20
o menor que un hemisferio.

PROPOSICION ©

Y también si fuera depositada en el liquido una figura que
fuera mds liviana que el liquido de manera que su base entera
esté en el liguido, la figura se mantendrd derecha de modo que 25
su eje esté en vertical.

Considérese una magnitud como la que se ha dicho deposi-
tada en el liquido y considérese también un plano trazado pa-
sando por el eje del casquete y por el centro de latierra, y sea el
arco ABTA la seccion de la superficie del liquido; el arco EZH s
y la recta EH, la seccion de la
figura, y sea Z© el eje del cas-
quete.

Si es posible, no esté Z6 en
vertical.

Se ha de demostrar que la fi-
gura no permanecerd quieta,
sino que volvera a estar derecha. )

El centro de la esferaestd en
la recta Z® (de nuevo, sea primero la figura mayor que un he-
misferio), y sea el punto K. Trécese la recta KA por el punto K
y por el punto A, centro de la tierra. ‘

La figura comprendida por la superficie del liquido exterior
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al liquido, tiene su eje en la recta que pasa por K y, por lamisma
razoén que en lo anterior [Prop. 8], su centro de gravedad estd en
larecta NK: sea P. Y el cen{tro de gravedad) del casquete ente-
ro {estd en la recta Z®) entre los puntos K, Z: sea T. Luego el
centro de la figura restante, la que estd en el liquido, estard en la
recta TP, una vez prolongada y tomada de ella una recta que
guardard con TP la misma razén que la que guarda ¢l peso del
segmento exterior al liquido con el peso de la figura que estd en
el liquido. Y sea O el centro de la figura indicada®, y sea OA
una vertical que pase por O. El peso del casquete que estd fuera
del agua serd desplazado hacia abajo segin la recta PA, mien-
tras que el de la figura que estd en el agua serd desplazado hacia
arriba segiin la recta OA [prop. 7,336, 14 y ss.].

Por tanto la figura no permanecerd quieta, sino que las par-
tes de la figura del lado de H serdn desplazadas hacia abajo
mientras que las del lado de E hacia arriba y eso ocurrird cons-
tantemente hasta que ©@Z esté en vertical.

12 Es decir, «de la parte de la figura sumergida en el liquido».

LIBROII

PropPOSICION ]

Si una magnitud que es mds liviana que el agua es deposi-

tada en el liguido guardard en peso con el liquido la misma s

razén que guarda la parte sumergida de la magnitud con la
magnitud entera.

Depositese en el liquido una magnitud s6- |
lida, ®A, que sea m4s liviana que el liquido, y
sea A la parte sumergida de la misma, y ® la F
de fuera del liquido.

Se ha de demostrar que G A guardaen peso
con el liquido de igual volumen la misma ra-
z6n que guarda A con QA.

Témese una magnitud de liquido, NI, de -~
volumen igual a ®A, y sea Nigualad e 1
igual a A y, ademas, sea B el peso de la mag- N
nitud @Ay PO eldeNlyPeldel

Por tanto, @A guarda con NI la misma ra- I
z6n que B con PO, Pero puesto que la magni-
tud ®A, que era mds liviana que el liquido, habia sido deposita-
da en ¢l liguido, es evidente que el volumen de la magnitud
sumergida tiene igual peso que la magnitud ®A —pues eso se
ha demostrado [C. flot. I 5]—. Luego el peso B es igoal al P,
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puesto que ¢l peso B es el de la magnitud OA entera, mientras
que P es el peso del liquido I, €l cual era igual a la magnitud que
tenia el mismo volumen que la magnitud sumergida A. Por tan-
to, la magnitud QA es en peso a la NI como el peso P al PO.
Y larazén que guarda P con PO es la misma razén que guardan
IconINy A con ®A.

Luego se ha demostrado lo propuesto.

PropPOSICION 2

El segmento recto de un paraboloide, cuando tiene un eje
que no es mayor que una vez y media el pardmetro’, cualquie-
ra que sea la razén que guarde en peso con el liquido, deposi-
tado en el liguido de manera que su base no esté en contacto
con el liquido, si se pone inclinado no permanecerd inclinado,
sino que volverd a ponerse derecho (y digo que tal segmento
estd derecho siempre que el plano que lo ha cortado sea para-
lelo a la superficie del liguido)*. :

Sea un segmento de paraboloide como el que se ha indicado
y esté inclinado.

Se ha de demostrar que no permanecera asi, sino que volve-
rd a ponerse derecho.

Cortado éste mediante un plano que pase por el eje vy per-
pendicular al {(plano que estd sobre la superficie) del liquido,
sea la pardbola AITOA laseccién del segmento, y sea NO el eje

' Gr. tds méchri toi dxonos —literalmente «la que va hasta el eje»—, es
decir, 1a recta que va, siguiendo una generatriz, de la chspide de la pardbola a
incidir en el eje del cono, o sea, hasta la cispide del mismo. Siguiendo a Ver
Eecke y Mugler y en aras de una mayor claridad hemos optado por reemplazar
la perifrasis antigua por el término actual.

*Lo que Arquimedes propone, llamando P_al peso del segmento, P, al
peso del liquido, £ al eje y p al pardmetro, es el estudio del caso en que E < 3/2
p; aungue Arquimedes no lo explicita en esta proposicidn ni en la siguiente,
hay que incluir la condicién de que P - P < L.
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del segmento y didmetro de la pardbola, y sea IX la secci6n de
la superficie del liquido.

Puesto que el segmento no esté derecho, la recta AA no se-
ria paralela a la recta
IZ. De modo que NO z
no formara un dngulo
recto con IZ. Trécese
pues paralela® la rec-
ta K€}, tangente a la
pardbola en el punto
ITy desde el punto IT
tracese 11O paralela a
NO. La recta I
corta porla mitad a [X
—pues eso se ha demostrado en las Conicas [Cuadr. parab. 11—.
Cértese IT® de modo que 1B sea el doble de B®, y cortese NO
por ¢l punto P de modo que también OP sea el doble de PN.
El punto P serd el centro de gravedad del segmento mayor del
solido, y el punto B el del correspondiente a ITTOX —pues
se ha demostrado en los Equilibrios que el centro de gravedad
de todo segmento de paraboloide se encuentra en su eje, cot-
tado de tal manera que el segmento del eje que estd hacia el
vértice sea el doble que el segmento restante*—, Una vez resta-
do el segmento sélido correspondiente a IITOZ del segmento
entero, el centro de gravedad estard en la recta B[ —pues eso
se ha demostrado en los Elementos de mecd(nica®, que si se
resta una magnitud que no) tiene el mismo centro de gravedad
que la magnitud entera, el centro de gravedad de la magnitud

3 «Paralela a IE», se entiende.

4 La versién que ha llegado hasta nosotros del Equilibrio de las figuras
planas no llega a estudiar los casos de los sélidos de revolucién construidos a
partir de las se\cciones cénicas; tampoco en Conoides y esferoides encontramos
proposicién alguna que pueda ser de aplicacion al aserto, pero el caso sf se es-
tudia mediante el método mecéanico en Mérodo 5.

* Cf. vol. L, Introduccién, pdg. 24.
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restante estard sobre la recta que une los centros de gravedad de
la magnitud entera y la magnitud restada prolongada hacia el
lado en que se encuentra el centro de gravedad de la magnitud
entera®~—. Prolénguese BP hacia T, y sea I el centro de grave-
dad de 1a magnitud restante. Puesto que NO es una vez y media
OP pero no es mayor que una vez y media el pardmetro, es
evidente que PO no es mayor que el pardmetro. Por tanto, [1P
forma con K€ dngulos desiguales, y el d4ngulo PIIQ es agudo.
Por tanto, 1a perpendicular trazada desde P hasta Il caerd en-
tre I1, Q. Caiga como P®. Por tanto, P® es perpendicular al
plano fparalelo?’ en el que estd Z1, que estd sobre la superficie
del liquido. Desde B, I tracense unas rectas paralelas a PO. La
parte de la magnitud que estd fuera del liquido serd desplazada
hacia abajo segtin la vertical trazada pasando por I —pues se
ha supuesto que cada uno de los pesos es llevado hacia abajo
segin la vertical que pasa por su centro®~—, mientras que la
magnitud que estd en el liquido, puesto que es mds liviana que
el liquido, serd desplazada hacia arriba segun la vertical trazada
pasando por B. Puesto que reciben empujes opuestos pero no
segin la misma vertical, (la figura no permaneceré quieta, sino
que la parte que estd hacia) A serd llevada hacia arriba, mientras
que la que est4 hacia A hacia abajo, y eso serd as{ siempre hasta
que vuelva a ponerse derecha.

¢ Mds detalladamente, en Equilibrio de las figuras planas 1 8 se demuestra
que «Si de una magnitud se quita una magnitud que no tenga el mismo centro
que la magnitud entera, una vez prolongada la recta que une los centros de
gravedad de la magnitud entera y de la restada hacia el lado en que estd el cen-
tro de la magnitud entera, y tomada una parte de la prolongacién de la recta que
une los centros indicados de modo que {esa parte) guarde con la recta que estd
entre los centros la misma razén que la que guarda el peso de la magnitud
quitada con el peso de la restante, el centro de gravedad de la magnitud restan-
te serd el extremo de la recta tomada».

7 Colmamos la laguna del texto siguiendo Ia versién latina de Heiberg.

% En el postulado que sigue a Cuerpos flotantes 17.
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PropOSICION 3

Un segmento recto de un paraboloide, cuando su eje no sea
mayor que una vez y media el pardmetro, cualquiera que sea la
razon que guarde en peso con el liquido, depositado en el liqui-
do de manera que su base entera esté en el liguido, si se pone
inclinado, no se mantendrd inclinado, sino que volverd a una
posicion tal que su eje esté vertical®.

Depositese un segmento como el que se ha dicho en el liqui-
do y esté su base en el liguido y, cortado mediante un plano que
pase por el eje.y perpendicular a la superficie del liquido, sea su
seccién la pardbola AITOA, y sea I1® el eje del segmento y
diametro de la pard-
bola, y sea IZ 1a sec- .4 7o L
cién de la superficie
del liquido.

Puesto que el seg-
mento estd inclinado,
el eje no estara verti-
cal. Por tanto, I1® no
formard angulosigua-
fes con IX. Tricese
una (recta KQ parale-
la a IZ y tangente en) el punto O a la pardbola ATTOA, y sea P
el centro de gravedad del s6lido ATIOA y B el del s6lido ITIOZ
y, una vez trazada BP, prolénguese y seaT el centro de gravedad
del s6lido IXAA.

De la misma manera'® se demostraré que el 4ngulo compren-
dido por PO, OK es agudo y que la perpendicular trazada desde
P hasta K< caer4 entre los puntos K, O; sea P®. Si desde los

® Es decir, el mismo caso que en la proposicién anterior pero para otra
posicion del segmento recto de paraboloide.
? «De Ia misma manera que en la proposicién anterior, se entiende.
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puntos I', B se trazan unas paralelas a P®, la parte que queda com- |
prendida en el liquido serd desplazada hacia arriba segiin la recta |
trazada pasando por I', mientras que la de fuera del liquido hacia 1
abajo segtin la recta trazada pasando por B, y el s6lido AITOA |
no permanecerd asi en el liquido, sino que la parte que est4 hacia |
A tendrd un desplazamiento hacia arriba, mientras que la que |

estd hacia A, hacia abajo, hasta que la recta TI® esté vertical.

PROPOSICION 4

El segmento recto de paraboloide, siempre que sea mds li- 1

viano que el liquido y tenga su eje mayor que una vez y media

el pardmetro, cuando guarde en peso con el liquido de igual |
volumen una razén no menor que la que guarda el cuadrado |
construido sobre el exceso en que el eje es mayor que una vez y |
media el pardmetro con el cuadrado construido sobre el eje, 3
depositado en el liquido de modo que su base no esté en contac- 1
to con el liquido, si se pone inclinado no permanecerd inclina- .\

do, sino que volverd a ponerse derecho'.

Sea un segmento de paraboloide como el que se ha dicho y, ',I

una vez depositado en el liquido, si es posible, no esté derecho,

sino inclinado, y una vez cortado mediante un plano que pase }
por el eje y perpendicular a la superficie del liquido'?, sea la 1
seccion del segmento la pardbola APOL [Con. esf 11 a], y |
la recta NO el eje del segmento y didmetro (de la pardbola) }
y sea IS la secci6n de la superficie del liquido. Asi, si el segmen-
to no estd recto, la recta NO no formar4 con IS dngulos iguales. |
Tracese una recta KQ tangente a la parabola en el punto Py |

i El caso estudiado es el de que E > 3/2p,si P, : P2 [ E—(3/2 p)J* : E2.

2 El largo pasaje que va de 356, 14 hasta 363, 21 (la mayor parte de esta |
prop. 4y las 5 y 6 completas) tiene como fuente el texto latino de la version de |

Guillermo de Moerbeke,
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paralela a IS, y desde P, igualmente paralela a ON, tricese PF,
y témense los centros de gravedad; y R serd el centro del sélido
APOL y B ser4 el centro de la parte de éste que esté dentro del
liquido; y trécese una recta uniendo los puntos BR y prol6n-
guese hasta G, y sea G el centro
de gravedad del sélido que estd 4/\
por encima del liquido [Equil. F /
plan. 18].

Y dado que NO es una vez y
media RO" y, por otra parte, ma-
yor que una vez y media el para-
metro, estd claro que RO es ma- 0
yor que el pardmetro. Sea RM v 7
igual al pardmetro y OM, el doble
de HM. Por lo cual resulta que NO es una vez y media RO; HO,
una vez y media OM, y la restante, NH, es una vez y media la
restante —es decir, RM—. Por tanto, el eje es mayor en la recta
HO que una vez y media el pardmetro —es decir, RM—.Y dado
que se habia supuesto que el segmento guardaba en peso con el
liquido una proporcién no menor que la que guarda el cuadrado
construido sobre el exceso en que el eje excede a una vez y me-
dia el parametro con el cuadrado construido sobre el eje, es evi-
dente que el segmento guarda en peso con el liquido una propor-
¢ién no menor que el cuadrado construido sobre HO con el
cuadrado construido sobre NO. Y la proporcién que guarda en
peso el segmento con el liquido es la que guarda la parte sumer-
gida del segmento con el segmento entero —pues eso se ha de-
mostrado [Prop. 1}]—. Pero la proporcién que guarda la parte
sumergida del segmento con el segmento entero es la que guarda
el cuadrado construido sobre PF con el cuadrado construido sobre
NO —pues se ha demostrado en el tratado Sobre conocides que
si de un paraboloide se cortan dos segmentos mediante dos pla-
nos trazados de cualquier manera, los segmentos guardarén en-

13 Cf en este mismo tratado la prop. 2, 350, 14 y ss. y nota.
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tre si la misma proporcién que guardan los cuadrados construi- |
dos sobre sus ejes [Con. esf. 24]—. Luego el cuadrado construido
sobre PF no guardard con el cuadrado construido sobre NO una |
proporcién menor que la que guarde el cuadrado construido so-
bre HO con el cuadrado construido sobre NO; por tanto, PF no |

es menor que HO [Elem. V 7-8] ni BP menor que MO; por tan-

to, si desde M se traza una recta hasta NO caerd entre B y P. Por
tanto, dado que PF es paralela al didmetro mientras que MT es }
perpendicular al didmetro, y RM es igual al pardmetro, la recta |
que va de R aT, una vez trazada y prolongada, formara dngulos {
rectos con la tangente en P; por lo cual formard d4ngulos iguales
con IS y con la superficie del liquido que pasa por IS. Y si por §
B, G se trazan paralelas a RT, formaran dngulos rectos con la 7}

superficie del liquido y la parte del sélido paraboloide sumer-

gida en el liquido serd desplazada hacia arriba segiin la paralela |

a RT que pasa por B, mientras que la parte de fuera del liquido
serd desplazada hacia abajo en el liquido segtin la prolongacién

de la paralela a RT que pasa por G, y eso serd asi siempre hasta §

que el paraboloide vuelva a ponerse derecho.

PROPOSICION 5

Un segmento recto de un paraboloide cuando, siendo mds

liviano que el liquido, tenga un eje mayor que una vez y media
el pardmetro, si guarda en peso con el liquido una proporcion
no mayor que la que guarda el exceso en que es mayor el cua-
drado construido sobre el eje que el cuadrado construido sobre
el exceso en que el eje es mayor que una vez y media el pardme-
tro con el cuadrado construido sobre el eje, depositado en un
liquido de manera que su base entera esté en el liquido, si se
pone inclinado no permanecerd inclinado, sino que volverd a
una posicion tal que su eje esté vertical'*.

'* El caso estudiado esel de que E > 32 p,si P, : P s E'—(E-3/2p) : E~.
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Depositese pues en el liquido un segmento como el que se
ha dicho y esté su base entera en el liquido, y cortado el seg-
mento mediante un plano que pase por el eje perpendicular a la
superficie del liquido, su secci6n serd una pardbola [Con. esf.
11a),yseaAPOL,y seaNOel P,
eje (del segmento) y didmetro X Z
(de la parébola), y sealSlasec-
cién de la superficie del liqui-
do. Y puesto que el eje no estd
vertical, la recta NO no for-
mard con IS dngulos iguales. r
Trdcese pues K tangente a la ¢/ A4
pardbola APOL en el punto Py
paralela a IS, y por el punto P
tracese PF paralela a NO, y témense los centros de gravedad, y
sea R el centro de APOL y B el de la parte de fuera del liquido
y, una vez trazada BR, prolénguese hasta G, y sea G el centro
de gravedad del s6lido sumergido en el liquido [cf. Equil. plan.
I 8] y témese una recta RM igual al pardmetro, y sea OM el
doble de HM y constriyase lo demas de modo semejante a las
proposiciones anteriores [Prop. 4].

Dado que se ha supuesto que el segmento guarda en peso
con el liquido una proporcién no mayor que la proporcion que
guarda el exceso en que es mayor el cuadrado construido sobre
NO que el construido sobre HO con el cuadrado construido so-
bre NO, mientras que la proporcién que guarda en peso el seg-
mento con el liquido de igual volumen es la misma que guarda
la parte sumergida del segmento con el sélido entero —pues
eso se demostr6 en el primer teorema—, entonces la magnitud
sumergida del segmento guarda con el segmento entero una
proporcién no mayor que la proporcién indicada; luego el seg-
mento entero guarda con la parte del segmento que queda fuera
del liquido una proporcién no mayor que la que guarda el cua-
drado construido sobre NO con el cuadrado construido sobre
HO. Luego el segmento entero guarda con la parte del segmen-
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to que queda fuera del liquido la misma proporcidén gue guarda ﬁ

el cuadrado construido sobre NO con ¢l cuadrado construido

sobre PF [Con. esf. 24]; luego el cuadrado construido sobre NO
guarda con el cuadrado construido sobre PF una proporcién no

mayor que el cuadrado construido sobsre NO con el cuadrado
construido sobre HO. Luego PF no es menor que OH; por lo

cual tampoco PB es menor que MO. Luego si desde M se traza §
una perpendicular hasta RO, incidird en BP entre B y P; incida |
en T. Y puesto que en una parébola la recta PF es paralela al
didmetro RO, mientras que MT es perpendicular al didmetroy ]

RM es igual al pardmetro, esté claro que RT, prolongada, forma
dngulos rectos con KPQ); luego también con IS. Luego RT es
perpendicular a la superficie del liquido, y las paralelas a RT
trazadas por los puntos B, G, prolongadas, serdn perpendicula-
res a la superficie del liquido.

Por consiguiente, la parte del segmento que queda fuera del
liquido es llevada hacia abajo del liguido segin la vertical tra-
zada por el punto B, mientras que la parte que est4 dentro del
liquido es desplazada hacia arriba segdn la vertical que pasa
por G, y el segmento s6lido APOL no permanecerd quieto, sino
que se moverd dentro del liquido hasta que la recta NO esté ver-
tical.

ProPOSICION 6

Un segmento recto de un paraboloide cuando siendo mds
liviano que el liquido tenga el eje mayor que una vez y media el
pardmetro pero menor que la recta que guarde la proporcion de
quince a cuatro con él, depositado en el liguido de manera que
su base esté en contacto con el liguido, no se mantendrd incli-
nado de manera que su base esté en contacto con el liquido en
un punio®.

** Estudia el caso, para cualquier P : P,{I,deque E ) 2pyE:p<li5:4.
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Sea un segmento como el que se ha dicho y, una vez deposi-
tado en el liquido, esté, como se ha explicado, de modo que su
base esté en contacto con el liguido en un punto, y cortado el
segmento por el eje mediante un plano perpendicular a la super-
ficie del liquido, sea la pardbola APOL la seccién en el segmen-
to [Conoid. 11 a], AS lade

la superficie del liquido, y £
sea NO el eje del segmento

y didmetro {de la pardbola},

y cortese!® por el punto F de v

modo que OF sea el doble
de FN y por el punto £ de
modo que NO guarde con
FQ la proporcién de quince
a cuatro, y tracese QK per-
pendicular a NO. Asi, NO
guarda una proporcién mayor con F ) que con el pardmetro.
Sea FB igual al pardmetro, y tracese una recta PC paralela a AS
y tangente a la parabola en el punto P y también una recta PI
paralela a NO.

En primer lugar, corte larecta PI a KQ.

Puesto que en el segmento APOL, comprendido por unarec-
ta y una pardbola, hay una recta KH paralela a AL, una recta PI
paralela al didmetro y cortada por KQ y una recta AS paralela
a latangente en P, por fuerza la recta PI o bien guardard con PH
la misma proporcién que NO guarda con QO o bien una propor-
¢ién mayor —esto se demostré en un lema'’— y QN es una vez
y media QO; luego IP es una vez y media HP o es mayor que
una vez y media; luego PH es el doble de HI o menor que el
doble. Sea PT el doble de TT; entonces, el centro de gravedad de
la parte que estd en el liquido es el punto T; y una vez trazada

'8 «Cértese el didmetro», se entiende.
7 Lema perdido para nosotros. HEATH (The works..., pig. 273) y VER
EECKE (op. cit., pags. 432-433) ofrecen demostraciones del aserto.
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TF prolénguese, y sea el centro de gravedad de la parte que estd |
fuera del liquido el punto G [Equil. plan. 1 8] y desde B tricese |
la recta BR perpendicular a NO. Asi, puesto que Pl es paralela §
al didmetro NO mientras que BR es perpendicular al didmetro |
y FB es igual al pardmetro, estd claro que FR, una vez prolon- |
gada, forma dngulos iguales con la tangente a la pardbola APOL. |
en el punto P; por lo cual también los formard con AS y con la §

superficie del agua. Asi, las paralelas a FR trazadas por T, G

serdn también perpendiculares a la superficie del agua, y la }
magnitud del s6lido APOL sumergida en el liquido serd despla- |
zada hacia arriba segin la ver- |
tical que pasa por T, mientras |
que la parte fuera del liguido

serd desplazada hacia dentro

pasa por G.

A

del liquido en un punto.

N ©

/
/

/

/
1"'

semejante,

ProposICION 7

El segmento recto de un paraboloide, cuando es mds liviano
que el liquido y tiene el efe mayor que una vez y media el pard-
metro, pero menor que como para guardar con el pardmetro la

razonde 15 a 4, depositado en el liguido de manera que su base ]

entera esté en el liquido, nunca tomard una posicion tal que su

del liquido segun la vertical que §

Luego el sélido APOL se §
dard 1a vuelta y su base no esta- §
rd en contacto con la superficie |

De nuevo, si Pl no cortaraa
la linea KQ, como se describe
en la segunda figura, estd claro |
que el punto T, que es el centro de gravedad de la magnitud su- §
mergida, caerd entre P e I, y lo demds se demostraré de manera |
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base esté en contacto con la superficie del ligquido, sino que esta-
rd entera en el liguido sin tocar en ningtin punto la superficie'®.

Sea un segmento como ¢l que se ha dicho vy, una vez depo-
sitado en el liquido como se ha indicado, esté en una posicién
tal que su base esté en contacto con la superficie del liquido.

Se ha de demostrar que no estard quieto, sino que se volcard
hacia arriba de tal manera que su base no toque en ningtin pun-
to la superficie del liquido.

Una vez cortado mediante un plano perpendicular a la
superficie del liquido, sea la seccion la pardbola ATTOA, y
sea LA la seccién de la superficie del liquido, y sea I1® el eje
del segmento y didmetro®, y de nuevo cértese I10, primero,
por el punto P de modo que PI1 sea el doble de P® y, luego, por

¥

el punto Q de manera que I1® guarde con P la razén de 15
a 4, y tracese QK perpendicular a I1®. Entonces P2 serd
menor que el pardmetro, Témese PH igual al pardmetro, y
tracense T'O tangente a la pardbola en el punto O y que sea

18 Se trata de las mismas condiciones que en la proposicién anterior para
otra posicién del segmento recto de paraboloide.
% «De la pardbola», se entiende,
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paralela a A y NO paralela a TI®, y corte NO aKQ, prime- |

1o, en el punto 1.
De manera semejante a la proposicién anterior se demostra-
rd que NO o bien es una vez y media OI o bien mayor que una

vez y media. En efecto, OI es menor que el doble de IN, Sea ‘

OB el doble de BN y constriyase igual?,

De la misma ma-
nera se demosirard que
P® forma dngulos rec-
tos con TO y con la
superficie del liquido
¥, una vez trazadas pa-
ralelas a PO desde los
puntos B, I, serén per-
pendiculares a la su-
perficie del liquido.

Asi pues, el seg-
mento de fuera del Ii-
quido serd desplazado
hacia abajo en el liqui-
do segiin la vertical que pasa por B, mientras que el que est4 en
el liquido serd desplazado hacia arriba segin la vertical que
pasa por I'. Asi pues, estd claro que el sélido se inclinard de
manera que su base no toque en ningiin punto la superficie del
liquido, puesto que ahora, (estando en contacto) en un punto se
des(plaza hacia abajo), hacia el lado de A.

Y est4 claro que si ON no corta a QK, se demostraré 1o mismo.

ProproSICION 8

El segmento recto de paraboloide cuando tenga el eje ma-
yor que una vez y media el pardmetro pero menor que como

* Como en la proposici6n anterior, 362, 17 y ss.; ¢f prop. 2, 350, 13 y ss.
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para guardar con el pardmetro la razon de 15 a 4, cuando el s
peso guarde con el liquido una razon menor que la que guarda
el cuadrado construido sobre el exceso en que el eje es mayor
que una vez y media el pardmetro con el cuadrado construido
sobre el eje, depositado en el liguido de manera que su base no 10
esté en contacto con el liquido, ni volverd a ponerse derecho ni
permanecerd inclinado, a menos que su eje forme con la super-

Jicie del liquido un dngulo igual al gue vamos a decir®.

Sea un segmento como se ha dicho y sea BA igual alejey 15
BK el doble de KA, y KP igual al pardmetro, y sea TB una vez
y media BP y TA una vez y media KP, y larazén que guarda en

peso el segmento con el liquido gudrdela el cuadrado construi- 20

do sobre ®X* con el cuadrado construido sobre AB, y sea @
(el doble de X. Asf, es evidente que) @ X guarda con AB una
razén menor que la que guarda TB con BA —pues TB es el

exceso en que el eje es mayor que una vez y media el pardme-

tro—, luego ®X es menor que BT. De modo que también @ es 370

2 Se estudia el caso de que, poruna parte, E> 32pyE:p<15:4y,por
otra, P : P <(E-3/2p): E’.
# Es decir, «sobre el segmento @ + X»,
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menor que BP. Sea P¥ igual a @, y trdcese perpendicular a BA
una recta WE tal que el cuadrado construido sobre ella equival- |
ga a la mitad del rectdngulo comprendido por KP, B¥ y trce- |

se BE.

Se ha de demostrar que el segmento depositado en el liquido |
como se ha dicho tomard una posicién inclinada de modo que su |
eje forme con la supetficie del liquido un d4ngulo igual al EBY. §

Depositese en el liquido un segmento y no esté en contacto |
su base con la superficie del liquido v, si es posible, no forme el |
eje con la superficie del liquido un dngulo igual al de vértice en |

B, sino, primero, mayor.

Cortado el segmento mediante un plano que pase por el eje |
y perpendicular a la superficie del liquido, sea la pardbola !
ATIOA su secci6n, y séalo ZX en la superficie del liquido, y sea |
el eje y diametro® NO. Trdcense también la recta ITT paralela }
a ZX y tangente a la parébola ATTOA en el punto IT, la recta }
1M paralela a NO y la recta ITl perpendicular a NO, y sea OQ

igual a BP y QO igual a PK y QH perpendicular al eje.

Dado que se ha supuesto que el eje del segmento formaba ‘1-

con la superficie del liquido un angulo mayor que el de vértice
en B, estd claro que el dngulo de vértice en 1 del tridngulo TTIY

es mayor que el dngulo B; y el cuadrado construido sobre I1I ;

guarda con el cuadrado construido sobre IV una razén mayor
que el cuadrado construido sobre E¥ con el cuadrado construi-
do sobre WB. Pero la razén que guarda el cuadrado construido so-
bre I1I con el cuadrado construido sobre IT es la misma que
guarda larecta KP con larecta Y1, mientras que la razén que guar-
da el cuadrado construido sobre E¥ con el cuadrado construido

sobre ¥B es la misma que guarda la mitad de la recta KP con 1

la recta WB. Luego KP guarda con Y1 una razén mayor que la
mitad de KP con WB. Luego, por un lado, Y1 es menor que el
doble de WB y, por otro, IT es el doble de OI; por tanto, Ol es
menor que ¥B; de modo que I es mayor que ¥P; y WP es

# [Del segmento}.

SOBRE LOS CUERPOS FLOTANTES 225

igual a @; luego IQ) es mayor que @. Y dado que se ha supuesto
que el segmento guardaba en peso con el liquido la misma ra-
z6n que el cuadrado construido sobre X con el cuadrado cons-
truido sobre BA, y que la razén que guarda en peso el segmento
con el liquido es 1a raz6n que guarda su parte sumergida con el
segmento entero v, a la vez, que la razén que guarda la parte
sumergida con el segmento entero es la que guarda el cuadrado
construido sobre TIM con el cuadrado construido sobre ON,
entonces la razén que guarda el cuadrado construido sobre ®X
con el cuadrado construido sobre BA es la misma razén que
guarda el cuadrado construido sobre MIT con el cuadrado cons-
truido sobre ON. Por tanto, X es igual a ITM. Y se habia de-
mostrado que ITH era mayor que ®. Por tanto estd claro que
TIM es menor que una vez y media ITH y que ITH es mayor
que el doble de HM. Sea pues I1Z el doble de ZM; el centro de
gravedad del sélido serd el punto ©, mientras que el centro
de gravedad de la parte que estd en el liquido serd Z. Y el cen-
tro de gravedad de la magnitud restante estard en la prolonga-
ci6n de la recta que une ZO [Equil. plan. 1 8]. Prolénguese ha-
cial.

Del mismo modo? se demostrard que ©H es perpendicular a
la superficie del liquido y que la parte del segmento que estd
dentro del liquido serd desplazada hacia fuera del liquido segtin
1a perpendicular a la superficie del liquido trazada por Z, mien-
tras que 1a parte de fuera del liquido serd desplazada hacia den-
tro segiin la trazada por I'. Y el segmento no permanecers quie-
to segiin 1a inclinacién supuesta.

Ni tampoco volverd a ponerse derecho.

Est4 claro por lo siguiente: puesto que de las verticales tra-
zadas por los puntos Z, T, 1a trazada por Z cae hacia el lado de
I'Z en que estd A, mientras que la que pasa por I cae hacia el
lado en que estd A, por lo indicado anteriormente estd claro que
el centro Z ser4 desplazado hacia arriba mientras que el I hacia

2 Cf. prop. 4, 358, 22-24.
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15 abajo. De modo que las partes de la magnitud entera que estdn

20

376

del lado de A seran desplazadas hacia abajo.

Esto era 1til para la demostracién.
De nuevo supdngase lo demds lo mismo, pero ¢l eje del seg-

v/
Z X 4

9 F

mento con la superficie del liquido for(me un dngulo menor que
el de vértice en B.

Y) el cuadrado construido sobre ITI guarda con el construi-
do sobre 1Y {una raz6n menor) que la del cuadrado construido
sobre E¥ con el cuadrado construido sobre *¥B. Por tanto tam-
bién KP guarda con Y1 una razén menor que la que guarda la
mitad de KP con WB. Luego I serd mayor que el doble de WB.
Luego QI es menor que WP. Por consiguiente, ITH serd menor
que ®. Y MIT es igual a ®X. Por consiguiente, estd claro que
IIM es mayor que una vez y media ITH y que ITH es menor
que el doble de HM. Sea I'1Z el doble de ZM. De nuevo el pun-
to © ser4 el centro de gravedad de la figura entera, y Z el de la
parte que estd en el liquido. Una vez trazada Z® y prolongada,
el {centro de gravedad de la parte que estd fuera del liquido
estard sobre la prolongacién. Sea Ty tridcense per)pendicula-
res a la superficie del liquido que pasen por los puntos Z, T,
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paralelas a H®. Esté claro que el segmento entero no permanece-
rd quieto, sino que se inclinard de modo que el eje forme con la
superficie del liquido un 4ngulo mayor que el que forma ahora.

Puesto que el segmento no se mantendré estable ni cuando
el eje forme con el liquido un 4ngulo mayor que B ni cuando lo
forme menor, esté claro que se mantendr4 estable cuando forme
ese angulo.

Pues asi 1O serdigual a WB y QI igual a WP y I1H igual a @,
por tanto, MII es una vez y media IIH y ITH el doble de HM.
Luego el punto H es el centro de gravedad de la parte que estd
en el liquido, de modo que ésta serd desplazada hacia arriba
segiin la misma vertical por la que la parte exterior es desplaza-
da hacia abajo; luego permanecerd quieta, pues ambas partes se
empujan mutuamente en sentidos opuestos.

PROPOSICION 9

El segmento recto de un paraboloide, cuando tenga el eje
mayor que una vez y media el pardmetro, pero menor que como
para guardar® larazén de 15 a4, y en peso guarde con el ligui-
do una razén mayor que la que guarda el exceso en que es
mayor el cuadrado construido sobre el eje que el cuadrado
construido sobre el exceso en que el eje es mayor que una vezy
media el pardmetro con el cuadrado construido sobre el eje,
depositado en el liguido de tal manera que su base entera esté
en el liquido, si se pone inclinado ni ird a la posicion en que su
eje esté vertical ni permanecerd inclinado, a menos que su eje
forme con la superficie del liquido un dngulo igual al tormado
del mismo modo que en la proposicién anterior™.

# «Con el pardmetro», se entiende.
* Las condiciones propuestas son: E> 3/2p, E:p< 15:4; P : P> E* -
(E-322pF: E.
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Sea un segmento como el que se ha dicho y péngase larecta ;

AB igual al eje del segmento, y sea BK el doble de KA, y seaKP
igual al pardmetro y sea TB una vez y media BP, y la razén que

guarda en peso el segmento con el liquido sea la que guarda el |
exceso en que excede |
el cuadrado construido |

sobre BA al cuadrado

con el cuadrado cons-

¢ el doble de X.

sobre BA al construi-

d

F W AlE

con el cuadrado cons-

guarda el exceso en que excede el cuadrado construido sobre
BA al cuadrado construido sobre ¢X con el cuadrado construi-

do sobre BA —pues la recta BT es el exceso en que ¢l eje del
segmento es mayor que una vez y media el pardmetro—. Por |

tanto, el cuadrado construido sobre BA excede al construido
sobre ®X en una magnitad mayor que aquella en la que excede
el cuadrado construido sobre BA al cuadrado construido sobre
BT. De modo que ®X es menor que BT; luego también @ es
menor que BP.

Sea pues P¥ igual a d, y tricese perpendicular a BA larecta '

WE de modo que su cuadrado equivalga a la mitad del rectangu-
lo comprendido por KP, ¥B.

Digo que el segmento depositado en el liquido de manera que
su base entera esté en el liquido estard en una posicién tal que su
eje forme con la superficie del liquido un 4ngulo igual a B.

Depositese pues el segmento como se ha dicho en el liquido

construido sobre ®X
truido sobre BA, y sea
2 4 Estd claro que el |
exceso en que excede |
el cuadrado construido |

do sobre BT guarda .

y truido sobre BA una
razén menor que laque |
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y no forme el eje con la superficie del liquido un dngulo igual a
B, sino, primero, mayor.

Cortado éste”” mediante un plano perpendicular a la superfi-
cie del liquido, sea la seccién del segmento la pardbola ATTIOA
{Con. esf. 11 a); larecta TI, la de la superficie del liquido, y sea
NO el eje® y didmetro, y cértese por los puntos 2, &, como
antes?, y tracense también las rectas Y11, paralela a Tl y tan-
gente a la parabola en el punto I1, y IIM¥® paralela a NO y PS
perpendicular al eje. As{, puesto que el eje del segmento forma
con la superficie del liquido un dngulo mayor que B, de modo
semejante el dngulo STP serd mayor que el dngulo B [Elem. |
297; luego el cuadrado construido sobre PS guarda con el cua-
drado construido sobre SY una proporcién mayor que la que
guarda el cuadrado construido sobre WE con ¢l cuadrado cons-
truido sobre WB*!; luego también KR guarda con ST una pro-
porcién mayor que la mitad de KR con ¥B; luego ST es menor
que el doble de WB [Elem. V 10] y SO menor que ¥B; luego ZQ
es mayor que P¥ y ITH mayor que @.Y puesto que el segmento
guarda en peso con el liquido la misma razén que el exceso en
que el cuadrado construido sobre BA es mayor que el cuadrado
construido sobre ®X con el cuadrado construido sobre BA y,
por otro lado, la razén que guarda en peso €l segmento con ¢l
liguido es la misma que guarda la parte sumergida del segmen-
to con el segmento entero, estd claro que la parte sumergida
guardara con el segmento entero la misma razén que guarda el
exceso en que excede el cuadrado construido sobre BA al cua-
drado construido sobre ®X con el cuadrado construido sobre
BA. Por consiguiente, el segmento entero guardara con la parte
de fuera del liquido la razén que guarda el cuadrado construido

7 « El segmento», se entiende,

8 [De la pardbola).

* Cf prop. 8 (370, 12) y ss.

¥ Para el texto que va de aqui a 382, 10 nos servimos de la versién latina de
Guillermo de Moerbeke.

3 Cf. prop. 8 (370, 23 y ss.).
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sobre BA con el cuadrado construido sobre ®X. Y la razén que
guarda el segmento entero con la parte de fuera del liguido es la
que guarda el cuadrado construido sobre NO con el cuadrado
construido sobre IIM. Luego MIT es igual a @X. Y se ha de-
mostrado que ITH era mayor que ®. Luego MH es menor que
X. {Por tanto, ITH es) mayor {que el doble) de (HM. Sea I1Z el
doble de ZM vy, una vez trazada Z®, proldénguese hacia T
Entonces © ser4 el centro de gravedad del segmento entero, y el
de la parte de fuera) del liquido serd (Z, y el de la parte de dentro
estard en larecta OT. Sea) T'.

(Del mismo modo que en las proposiciones anteriores se
demostrar que ®H) es perpendicular a (la superficie del liquido
y que las lineas) trazadas (paralelas a ®H pasando por Z, T') se-
rin perpendiculares también ellas a la superficie del liquido. Por
tanto, el segmento que queda por fuera del liquido serd despla-
zado hacia abajo segiin la vertical que pasa por Z, mientras que
¢l de dentro serd desplazado hacia arriba segiin la que pasa por
T. Asi, la figura entera no permanecerd sin inclinarse. Ni tampo-
co se volcar4 lo de abajo arriba de modo que el eje quede per-
pendicular a la superficie del liquido, puesto que la parte que
estd hacia (A ser4 llevada hacia abajo, mientras que la parte que estd
hacia A ser4 desplazada hacia arriba), por razonamientos andlo-
gos a los expresados en las proposiciones previas.

Y si el eje forma con ¢l liquido un dngulo menor que B, se de-
mostrard de manera semejante a las proposiciones anteriores que
¢l segmento no permanecera quieto, sino que se inclinard hasta
que ¢l eje forme con la superficie del liquido un dngulo igual a B.

PrOPOSICION 10

El segmento recto de paraboloide, cuando, siendo mds li-
viano que el liquido, tenga un eje mayor que como para guar-

2 Cf prop. 4,358, 17 y ss.
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dar con el pardmetro la razén de 15 a 4, depositado en el ligui-
do de modo que su base no esté en contacto con el liquido, unas
veces se quedard derecho y otras inclinado; a veces, inclinado
de tal modo que su base esté en contacto con la superficie del
liguido en un punto, y eso lo hard en dos inclinaciones, a veces,
quedard inclinado de modo que de su base se moje un espacio
mayor; a veces, inclinado de manera que su base no esté en
contacto en ningin punto con la superficie del I{quido. La ra-
z0n que guardard en) peso con el liquido cada uno de ellos se
pondrd de manifiesto ahora™.

Sea un segmen-
to como se ha dicho
y, cortado mediante
un plano perpendi-
cular a la superficie
del liguido, sea la
seccién en super-
ficie la pardbola
ATIOA, y sea BA
el gje** y didmetro
de la pardbola, y
cértese BA por el

sl
Za SO

punto K de modo
que BK sea e] doble
de KA, y porel pun- ¥

to T de manera que

AB guarde con KT larazén de 15 a 4. Es evidente que KT es
mayor que el pardmetro. Sea KP igual al pardmetro, y sea PX la
mitad de BP; y 2B es una vez y media BP. Una vez trazada AB

# La proposicién contempla seis casos —cuyos enunciados se completan
mds adelante (390, 9-393, 2)— que tienen en comdn la condicién de que E : p >
15:4.

¥ «Del segmento», se entiende.
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y construida la perpendicular TE®, tricese EZ paralela a BA, y :
cortada de nuevo por la mitad la recta AB por el punto @, tréce-
se OH paralela a BA, y témese la pardbola AEI de didmetro EZ |
y la pardbola A®A de didmetro ®H de modo que las pardbolas
AEIL, A®A sean semejantes a la pardbola ABA. La pardbola §
AEI se describird pasando por K, y la perpendicular trazada |
desde P a BA cortard a la pardbola AEI Cértela en los puntos Y, |
I'y por los puntos Y, T trécense las rectas YX, I'N paralelas a
BA, y corten éstas a la pardbola A®A en los puntos Z, @, y |
tracense IT¥, OG tangentes a la pardbola ATTOA en los puntos |
O, T1. Asf, han sido dados tres segmentos, ATTOA, AEIL, AGA, |

comprendidos por rectas y pardbolas, rectos y semejantes, pero

desiguales, y de cada base se han tomado las rectas N=, NT", |
NO, trazadas a partir de N; por tanto, OT" guardard con TZ la |
razén compuesta de la que guarda IA con AA y la que guarda |
AAcon ALY Al guarda con AA larazén de dos a 5, pues como

dosa5sonTBaBA,ytambién EBa BAy AZ a AA;y Al, AA

son el doble de éstas®. Y AA guarda con Al la razén de cinco a ,
1, y larazén compuesta de la que guarda dos con 5 y de la que |

guarda cinco con uno es la misma que la que guarda dos con 1;
luego OT es el doble de T'E. Por 1a misma raz6n también TTY es
el doble de Y®. Y puesto que AT es una vez y media KP, es
evidente que BE es el exceso en que el eje es mayor que una vez
y media el pardmetro.

Asi, si el segmento guarda en peso con el liquido la razén
que guarda el cuadrado de lado BE con el cuadrado de lado BA
o una razén mayor que ésa, si se deposita el segmento en el li-
quido de modo que la base del segmento no esté en contacto
con el liquido, se mantendrd derecho®.

* «Perpendicular a BA», se entiende (el punto T aparece en la figura, que lleva
letras latinas, como C). El punto T se ha tomado de modo que AB:KT:15:4.

* «El doble de AZ y AA» respectivamente, se entiende.

¥ Primer caso: P : P,z (E~3/2 p}* : B2
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Pues se ha demostrado antes [Prop. 4] que™® un segmento
con el eje mayor que una vez y media el pardmetro, si guardaen
peso con el liquido una razén no menor que la que guarda el
cuadrado construido sobre el exceso en que el eje es mayor que
una vez y media el pardmetro con el cuadrado construido sobre
el eje, depositado en el liquido de 1a manera que se ha dicho, se
mantendrd derecho.

Y cuando el segmento guarde en peso con el liquido una
razon menor que la que guarda el cuadrado construido sobre
2B con el cuadrado construido sobre BA, pero mayor que el
cuadrado construido sobre OF con el cuadrado construido
sobre BA, si se lo deposita inclinado en el liquido de tal manera
que su base no esté en contacto con el liquido, tomard una po-
sicidn inclinada de tal manera que su base no toque la superfi-
cie del liguido en ningiin punto y su eje forme con la superficie
del liguido un dngulo mayor que el de vértice en .

Si el segmento guarda en peso con el liquido la razén que
guarda el cuadrado construido sobre 5O con el cuadrado
construido sobre BA, depositado en el liguido inclinado de tal
manera que su base no esté en contacto con el liguido, se man-
tendrd inclinado de manera que su base togue en un punto la
superficie del liguido y su eje forme con la superficie del liguido
un dngulo igual al de vértice en G,

Y si el segmento guarda en peso con el liquido una razon
menor que la que guarda el cuadrado construido sobre £O con
el cuadrado construido sobre BA, pero mayor que la que guar-
da el cuadrado construido sobre I1® con el cuadrado construi-
do sobre BA, depositado en el liquido y puesto inclinado de

* [8i].
* Segundo caso: OF7 : E2 < P ; P, <(E-32p):E.
# Tercer caso: P : P :: BO? : B2
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manera que su base no esté en contacto con el liquido, se man-

tendrd inclinado de modo que su base sea cortada por el liqui- |

do en un espacio mayor*.

Y si el segmento guarda en peso con el liguido la razdn que
guarda el cuadrado construido sobre II® con el cuadrado

construido sobre B4, depositado en el liquido y puesto inclina-

do de manera que su base no esté en contacto con el liquido, se
mantendrd inclinado de manera que su base esté en contacto
en un punto con la superficie del liquido y su eje forme un dn-

gulo igual al de vértice en ¥+

Y si el segmento guarda en peso con el liquido una razon
menor que la que guarda el cuadrado construido sobre I1® con
el cuadrado construido sobre BA, depositado en el liquido y
puesto inclinado de manera que su base no esté en contacto con
el liquido, se mantendrd inclinado de tal manera que su eje for-
me con la superficie del liquido un dngulo menor que ¥y que

su base no esté en contacto en ningiin punto con la superficie
del liquido®,

Esto se demostrard a continuacién:

En primer lugar®, guarde el segmento en peso con el liquido
una razén mayor que la que guarda el cuadrado construido so-
bre ZO con el cuadrado construido sobre BA, pero menor que
la que guarda el cuadrado construido sobre el exceso en que el
¢je es mayor que una vez y media el pardmetro con el cuadrado
construido sobre BA, y supéngase construida la figura anterior®

* Cuarto caso: /1P : F* < P : P,< B0 : E%.

“ Quinto caso: P, ; P, :: [10° : EZ.

* Sextocaso: P P < II& : E2,

# Comienza aqui la demostracién del segundo caso.
# Cf la figura de la pdg. 231.
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y la razén que guarda en peso el segmento con el liguido sea la
que guarde el cua-
drado construido so-
bre ¥ con el cuadra-
do construido sobre
BA. Y ¥ es mayor
que EO, pero menor
que el exceso en que
el eje es mayor que
una vez y media el
parimetro. Insértese
entre las pardbolas

y A

ATTIOA, AZA* una M

rectaNOiguala'¥y G

corte esa misma rec-

ta a la pardbola restante en el punto 7, y a la recta Rg en ¢l
punto B'.

Se demostrard que O7) es el doble de 7N como se demos-
tré que Mg era el doble de cX*', y desde O trdcese una rgata 04
tangente a la parabola APOL, una recta OC perpendicular a
BD y tricese una recta uniendo A con N; entonces AN, QN
serdn iguales, pues dado que en los segmentos semejantes
APOL., AXD han sido trazadas AN, AQ desde las bases hasta
las parébolas formando dngulos iguales con las bases, las rec-
tas QA, AN guardarén la misma razén que LA, AD segin la
construccién de la segunda figura; luego AN es igual a QNvy
paralela a OG.

Se ha de demostrar que, depositado en el liquido de modo
que su base no esté en contacto en ningtn punto (con el li(}ui-
do, se mantendrd inclinado de modo que su base no estc en
contacto en ningdn punto con la superficie del liquido yyeleje

6 ] largo pasaje que sigue (394,13-399, 6) procede de la versin latina de
Moerbeke.
4 Cf. 390, 4.
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forme con la superficie del liguido un dngulo agudo mayor
que G,

Depositese, pues, y esté en una posicidn tal que su base esté
en contacto con la superficie del liquido en un punto, y cortado
el segmento mediante un plano que pase por ¢l eje y perpendi-

cular a la superficie del liquido, sea la seccién del segmento la
pardbola APOL [Con. esf. 11a] y la de la superficie del liquido
la recta OA, y sea BD el eje® y didmetro, y cértese BD por los
z puntos K, R, segdn se ha dicho®,
y tracese también PG paralela a
1a recta AO y tangente a la para-
2" E bola APOL en el punto P, y la
//Sé recta PT paralela a BD y larecta
4. z PS perpendicular a BD.

A 0 .
\ P R Puesto que el segmento guar-
) z da en peso con el liguido la mis-
) ma razon que ¢l cuadrado cons-
w truido sobre ¥ con el cuadrado
g construido sobre BD vy, por otro
lado, la razén que guarda el segmento con el liquido es la que
guarda la parte sumergida con el segmento entero [Prop. 1] y la
que guarda la parte sumergida con el segmento entero es la que
guarda el cuadrado construido sobre TP con el cuadrado constriti-
do sobre DB [Con. esf 241, entonces ¥ serd igual a TP. Y por
tanto NO es igual a TP; por lo cual los segmentos APQ, APO son
iguales [Con. esf. 24]. Puesto que OA, AQ han sido trazadas en los
segmentos iguales y semejantes APOL, AMQL desde los extre-
mos de sus bases y los segmentos cortados forman con los didme-
tros angulos iguales segin la construccién de la tercera figura®,

* Este dngulo es denominado W en la primera figura de la ilustracion,

¥ {De la seccion].

* Es decir, «de modo que BK sea el doble de KD y que DB guarde con KR
la proporcién de 15 a 4»; ¢f mds atrds 386, 12y ss,

51 Se refiere a la figura de esta pagina.
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entonces los dngulos de vértice en G, G son iguales. Por tanto,
GB, GB son iguales; por lo cual también SR es igual a CR, PZ
iguala OB’ y ZT a B’N. Y dado que OB’ es menor que el doble
de B’N, estd claro que PZ es menor que el doble de ZT. Sea pues
PQ el doble de QT y una vez trazada KQ prol6nguese hasta E.
Entonces K serd el centro de gravedad de la figura entera y {2 el
centro de la parte que estd dentro del liquido, y el de la parte que
queda fuera estard en la linea KE; y sea E [Equil. plan.18]. Por
otro lado, KZ serd perpendicular a la superficie del liquido;
por lo cual lo mismo sucederd con las paralelas a KZ traza-
das por los puntos E, €. Luego el segmento no permanecerd
quieto, sino que se inclinard de modo que su base no esté en
contacto con la superficie del liquido en ningdn punto, dado que
ahora est4 inclinada y estd en contacto con ella en un punto.

Luego es evidente que el segmento quedard estable de ma-
nera que su eje forme con la superficie del liquido un dngulo
mayor que G,

Y guarde en peso 4 n I L
el segmento con el
liquido la razén que
guarda el cuadrado
construido sobre XO
con el construido so-
bre BD, y péngase en
el liquido inclinado s R
de este modo®2. »

Cortado median-
te un plano que pase
por el eje y perpen-
dicular a la superfi-
cie del liquido, sea
la seccidn del sélido

QS ol 0

52 PDemostracién del tercer caso. Como en la figura de la pag. 238.

397

15

20

25



30
398

w

20

25

30

238 ARQUIMEDES

Ia parél?ola APOL y Ol la de la superficie del liquido, ysea
BD el eje del segmento y didmetro de la seccién, y cortese BD
como antes™ y trdcese PN paralela a IO y tangente a la para- |

bola en el punto P, y sea PT paralela a BD ¥ P8 perpendicular
a BD.

Se ha de demostrar que el segmento no permanecerd incli-
nado asi, sino que se inclinard hasta que su base esté en contac- |

to en un punto con la superficie del liquido.

Constriyase lo que se dispuso en la figura anterior™ y tré-

cese CO perpendicular a BD y, una vez trazada AX, prolén-
guese hasta Q; entonces AX serd igual a XQ; y tricese OG
paralela a AQ.

Y dado que se supone que el segmento guarda en pesoconel
liquido 1a razén que guarda el cuadrado construido sobre X0
con el cuadrado construido sobre BD, también el segmento su-
mergido guarda esta razén con el segmento entero [Prop. 1], esto
es, la del cuadrado construido
sobre TP con el cuadrado cons-
truido sobre BD [Con. esf. 24]
y PT serdigual a XO. Y puesto
que los didmetros de los seg-
mentos IBO, ABQ son iguales,
también lo serdn los segmen-
tos [Con. esf. 24). De nuevo,
puesto que en los segmentos
iguales y semejantes APOL,

rectas AQ, IO, que cortan segmentos iguales, pero uno desde el
extremo de la base y otro no desde el extremo, est4 claro que
forma con el didmetro del segmento entero un 4ngulo agudo
menor la que ha sido trazada desde el extremo de la base. Y pues-

% Es decir, de tal modo que BK = 2 KD yque DB:BR :: 15:4 (¢f més atrés

386,12 y ss.).
* La de la pag. 235.

AOQL han sido trazadas las
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to que el dngulo de vértice en G es menor que el de vérticeen N, 399

BC es mayor que BS, mientras que CR es menor que RS; por
lo cual también OG es menor que P, {y GX) mayor que AT.
Y puesto que OG es el doble de GX, es evidente que P7) es ma-
yor que el doble de DT. Sea pues PH el doble de HT® y trdcese s
HK y prolénguese hasta 2. El punto K serd el centro de grave- 1
dad del segmento entero y H el de la parte que estd en el liquido,
y el de la parte de fuera estard en la recta KQ. Sea Q.

De la misma manera®® se demostrard que la recta K7 es per- 1
pendicular a la superficie del liquido y que también lo son las
paralelas a K7 que pasan por los puntos H, Q. Asi, es evidente

9

5

que el segmento no permanecerd quieto, sino que se inclinard 400

hasta que su base esté en contacto en un punto con la superficie

del liquido, como® se demos- 5

trard sobre la tercera figura®®
tal y como se expresa en el ter-
cer teorema®, y el segmento
permanecerd en esa posicion.

En los segmentos iguales
APOL, AOQL® habrdn sido
trazadas desde los extremos
de sus bases las rectas AQ,
AO, que cortan {segmentos)
iguales; de manera semejante
alo anterior® se demostrard que APQ es igual a APQ; por tanto
AQ, AQ formarédn dngulos agudos iguales con los didmetros de
los segmentos, puesto que los dngulos de vértice en N, G son

5 Volvemos a contar con texto griego a partir de este punto.

% Cf. prop. 4 (358, 17 y ss.).

57 De 400, 6 a 400, 24, laguna en la lectura de Heiberg, colmada con el
texto latino de Moerbeke.

% La de esta pagina.

% Enunciado en 390, 31 y ss.

® Cf. figura de la pag. 237.

o Cf 396,24 y ss.
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iguales [Elem.129].Y (sea P™ el doble de) DT; una vez traza-
da la recta DK y prolongada hasta €, €l punto K serd el centro
de gravedad del segmento entero, 7 el de la parte del segmento
que estd dentro del liquido, y el de 1a parte que queda fuera es-
tard en la linea KQ; y sea Q [Equil. plan. 18]. Y a la superficie
{del liquido le es perpendicular) K. Asf, la parte que est4 en
el liquido ser4 desplazada hacia arriba y la {que est4 fuera) serd
desplazada hacia abajo segin la misma recta.

Luego permanecerd quieto {el segmento y) la (base estard
en contacto en un punto con la) superficie del liquido, y el eje
{del segmento) formaré con la superficie del liquido un dngulo
igual al descrito anteriormente.

De nuevo®, guarde en peso el segmento con el liquido una
proporcion menor que la que guarda el cuadrado construido sobre
NT* con el cuadrado construido sobre BD, y larazén que guarda
en peso €] segmento con el liquido sea la que guarda el cuadrado
construido sobre ¥ (con el cuadrado construido sobre BD).

Entonces ¥ es menor que TN. Insértese entre los segmentos
AMD, APOL una recta PI paralela a BD que, prolongada, sea
igual a ¥; corte a la pardbola intermedia en el punto Y, yala
recta XR en el punto H. Que I'TY es el doble de Y1 se demostrar
como se demostré que 'O era el doble de I'X®. Trécese la recta
112 tangente a la pardbola ATIOA en el punto [y larecta ITE
perpendicular a BA, y una vez trazada IA {prolénguese) has-
ta X. Larecta Al serd igual a IX y la AX paralela a 1.

Se ha de demostrar que el segmento, depositado en el liqui-
do e inclinado de tal modo que su base no esté en contacto con

2 A partir de este punto contamos de nuevo con texto griego.

8 Demostracion del sexto caso. Este parrafo, ilegible (hasta 402, 2) para
Heiberg en el palimpsesto, procede de nuevo de la version latina de Moerbeke.

& La recta que aparece como NT en la figura de la pdg. 241 es la misma que
PF (o sea, I1®) en la figura de la pdg. 231.

® Cf. mds atrds, 388, 1-390, 4.
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el liquido, permanecerd inclinado de modo que su eje forme con
la superficie del liquido un angulo {menor que ® y su base no
estard en contacto en ningin punto con la superficie del liquido.

A y/

Depositese, pues, en el liquido y esté en una posicion tal que
su base) esté en contacto en un punto con la superficie del liqui-
do, y una vez cortado el segmento mediante un plano perpendi-
cular a la superficie del liquido y que pase por el eje, sea la
seccién de la superficie del segmento la pardbola AHBA, y
la recta AZ la de la superficie del liquido y sea el eje® y didme-
tro de la seccién la recta BA, y cértese BA por los puntos K, P
de modo semejante a lo anterior”, y trdcese HI paralelaa AZ y
tangente a la pardbola en el punto H, y trécese, por otra parte,
HT paralela a BD y HS perpendicular a BD.

% «Del segmento», se entiende.

1 Cf mis atrds 386, 12 y ss.: Tos puntos K, R han de estar situados de tal
modoque BK=2KDyqueDB:BR::15:4. ’

A partir de aqui y hasta 405, 15 dependemos de nuevo del texto latino de
Moerbeke.
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Asi, puesto que el segmento guarda en peso con el liquido la |

raz6n que guarda el cuadrado construido sobre ‘¥ con el cuadra-
do construido sobre BD, v, a la vez, el segmento guarda en peso 1

con el liquido la raz6n que guarda el cuadrado construido sobre |
HT con el cuadrado construido sobre BD, por las mismas razo- {
nes que en lo anterior®®, estd claro que HT es igual a ¥ [Elem. V |

9]; por lo cual también los segmentos AHZ, APQ son iguales

[Con. esf. 24]%. Y puesto que en los segmentos iguales y seme- }
jantes APOL, AHZL se han trazado desde los extremos de sus |
bases las rectas AQ, AZ que cortan segmentos iguales, estd cla- |
ro que formardn dngulos iguales con los didgmetros de los seg- |
mentos. Entonces también son iguales los d4ngulos con vértice |
en 1, Q de los tridngulos HIS, PQE; (por tanto,) también serdn |
iguales SB, EB; por lo cual también serdn iguales SRaER y H®
aPHy %T a HIP. Y puesto que PY es el doble de Y1, estd claro
que H?) es menor que el doble de AT. Sea unarecta HY que sea |

el doble de YT vy, una vez trazada, tricese TKC; entonces, los

centros de gravedad son K el del segmento entero e T el de la |
parte de dentro del liquido; y el de la parte de fuera estd en |

* Prop. 1; ¢f 396,19 y ss.
% Cf. lafigura de la pdg. 241.
™ Cf. més atrds 397, 1 y ss.
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lalinea KC, v sea C [Equil. plan. 1 8]. Y por el teorema prece-
dente” ser4 evidente que el segmento no permanecerd quieto,
sino que se inclinard de modo que su base no toque la superficie
del liquido en ningfin punto.

Y se demostrard que quedard en una posicion tal que su eje
forme con la superficie del liquido un dngulo menor que @,

Quede, si es posible, en una posicidn tal que forme un dngu-
1o no menor que el dngulo @, y lo demds constriyase igual que
en la tercera figura™.

Se demostrard del mismo modo que ®H es igual a ¥™; de
modo que también es igual a IT1. Y puesto que el dngulo A no
es menor que el dngulo @, entonces tampoco I'B es mayor que
2B, ni I'P menor que P ni H?% menor que @G. Y puesto que 11
es una vez v media I1Y, que ITY es menor que ©G, que HO es
igual a Il y que H? no es menor que GG, DH serd mayor que
ITY. Luego H? es mayor que el doble de 0. Sea HY ¢l doble
de Y@, y una vez trazada YK, prolénguese. De manera seme-
jante a lo anterior™, es evidente que el segmento no permanece-

"V Cf mds atrds, 397, 9y ss.
7 Cf 1a figura de la pdg. 236.
7} Cf. més atrds, 396, 24 y ss.
" Cf més atrds, 397, 6 y ss.

n
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r4 quieto, sino que se inclinard de modo que su eje (forme un §

dngulo menor que @) con la superficie del liquido.

Se demostrard también de manera semejante” (que) si el '

segmento guarda en peso con el liquido la misma raz6n que

el cuadrado construido sobre NT con el cuadrado construido |
sobre BD, depositado en el liquido de manera que su base no }
esté en contacto con la superficie del liquido, se mantendrd in- §
clinado de manera que su base esté en contacto con la superficie §
del liquido en un punto, y que su eje formard con la superfi-

cie del liquido un dngulo igual al dngulo de vértice en &.

Sea de nuevo™ un segmento que guarde en peso con el liqui- |
do una razén mayor que la que guarda el cuadrado construido |
sobre ZIT con el cuadrado construido sobre BA, pero menor |
que la que guarda el cuadrado construido sobre ZO con el cua- |
drado construido so-
bre BA, y guarde el |
cuadrado construido |
sobre ¥ con el cua- |
drado construido so-

A n Z

bre BA la raz6n que
guarda en peso el

2

75 Demostracion del quinto caso.
" Pasa ahora a demostrar el cuarto caso.
7 [Segmentos).

segmento con el li-
quido. Es evidente
¥  que ¥ es mayor que |
ZI1 pero menor que |
Z0O [Elem. V 10} {
Insértese en el espa- |
cio entre los” A=A y AITOA unarecta @I, igual a V¥ y paralela
a BA, que corte a la pardbola de en medio en el punto Y. De !
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nuevo se demostrard que OY es el doble de YI como se demos-
tré que OT es el doble de EI7%. Desde ® tricese €2 tangente al
segmento AITOA en el punto ®. De la misma manera que en lo
anterior” se demostrard que Al es igual a X1y que AX es para-
lela a ®Q.

Se ha de demostrar que si se deposita el segmento en el li-
quido de modo que su base no esté en contacto con la superficie
del liquido y se pone inclinado, se inclinard de modo que su
base sea cortada por el liguido en un espacio mayor.

Depositese, pues, en el liquido, como se ha dicho, y esté
primero inclinado de tal modo {que su base en ningtin punto)
esté en contacto con la superfi-
cie del liquido, y una vez corta- : ¢
do mediante un plano que pase N
por el eje y perpendicular a la
superficie del liquido, en la su-
perficie del segmento resulta
como seccién la pardbola ABI'y
en la del liquido la recta EZ, y
sea BA el eje® y didmetro®, y
cortese BA por los puntos K, P 5
de modo semejante a lo ante- V2 A
rior®, y trdcense también la recta
HA paralela a EZ y tangente a la seccion®® ABI en el punto H,
larecta HO® paralela a BA y la recta HZ perpendicular a BA.

Puesto que el segmento guarda en peso con el liquido la ra-
z6n del cuadrado construido sobre ¥ con el cuadrado construi-
do sobre BA, es evidente que W es igual a H®, pues se demos-

A
r
.b T
A

8 Cf. mds atrds, 390, 4 y ss.

" Cf. mas atrds, 395, 7'y ss.

¥ [ De la seccion].

8L [Del segmento].

8 Cf. de nuevo més atrds, 386, 12 v ss.: los puntos K, R han de estar situa-
dos de tal modo que BK =2 KD yque DB: BR 2 15: 4.

8 [Trazada desde).

20
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trar4 de la misma manera que en lo anterior®*. De modo que H®
también es igual a @I y, por tanto, los segmentos AOX, EBZ!
son iguales entre si. Y puesto que en los segmentos iguales y
semejantes ATTOA, ABT han sido trazadas las rectas AX, EZ
que cortan segmentos iguales, y una de ellas desde el extremo:
de la base, la otra no desde el extremo, la que ha sido trazada
desde el extremo de la base formara con el didmetro del seg-
mento un dngulo agudo menor. Y puesto que el dngulo A del]
triangulo HAZ es mayor que el dngulo  del tridngulo OTLY,]
esta claro que Bg es menor que BT, que ¢P es mayor que PT
y que H?) es mayor que OH. Por tanto 0 es menor que HI.
Y puesto que @Y es el doble de Y1, es evidente que H?) es ma-
yor que el doble de (D©. Sea HA’ el doble) de A’@. A partir de)
esto, estd claro que el segmen-
to no permanecerd quieto, sino:
que se inclinard hasta que su;
base toque en un punto la su-’
perficie del liguido.
Téquela en un punto como
se dibujé en la tercera figura®,
y lo demés constriyase igual. |
De nuevo se demostraré que
©OH es igual a ®ly que los seg- ]
mentos ADX, ABZ son iguales
entre si. Y puesto que en los segmentos iguales y semejantes |
ATIOA, ABT han sido trazadas las rectas AX, AZ que cortan |
segmentos iguales, forman 4ngulos iguales con los didmetros
de los segmentos. Por tanto, los dngulos de vértice en A, Q2 de
los trifingulos AHZ, OTS son iguales, y la recta BX es igual a
la BT, y larecta ZP igual ala PT y la recta H?) igual a la OH
y la recta DO igual a la HL. Puesto que @Y es el doble de T1,

8 Cf. mds atrds, 396, 15y ss.
¥ «La tercera figura pertinente a este caso», se entiende; se refiere a Ia de |
esta pagina.
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esta claro que H?) es mayor que el doble de D@. Sea pues HR
el doble de 3©. Y de nuevo, a partir de esto, estd claro que el
segmento no permanecerd quieto, sino que se inclinar4 hacia el
lado de A. Dado que se habia supuesto que el segmento estaba
en contacto con el liquido en un punto, estd claro que la base
estard comprendida por el liquido en un espacio mayor®.

* El ms. que contiene la traducci6én de Moerbeke continta con el siguien-
te colofén: «Aqui concluye el libro segundo de los Cuerpos sumergidos en un
liguido de Arquimedes. Su traduccién se completé el dia diez de diciembre del
afio del Sefior de 1269».

10
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Al igual que ocurria con el Método, la tradicién nos habia
conservado memoria del titulo de este escrito. En textos del
poeta Ausonio y de los gramaticos Ennodio, Atilio Fortunacia-
no y Mario Victorino' se mencionaba un loculus archimedius
compuesto de «catorce laminas de marfil incluidas en una for-
ma cuadrada»; Atilio Fortunaciano afirma que «solia aprove-
charnos muchisimo para reforzar la memoria cuando éramos
nifios», y otros de los autores indican que las léminas podfan
utilizarse para componer con ellas diversas figuras -—de nave,
de espada, de arbolillo, de casco, de puiial, de columna...—.
A falta de més testimonios, parecia que se trataba de una espe-
cie de rompecabezas o puzzle, un juego infantil que los antiguos
usaran como estimulo de la imaginacién o de las capacidades
de intuicién espacial, del que Arquimedes hubiera hecho mate-
ria para la investigacion matemética, pero sin que supiéramos
exactamente en qué sentido. En 1899, el orientalista Suter dio a
conocer en traduccién alemana un pasaje, conservado sélo en
drabe?, en el que, bajo el titulo Sobre la division de la figura

! Todas estas noticias son casi coincidentes en ¢l tiempo, pues Ausonio y
Mario Victorino vivieron en el siglo 1v; para Atilio Fortunaciano, aunque su
datacién es incierta, suele proponerse una fecha no muy anterior; Ennodio es-
tuvo activo en el primer cuarto del siglo v. .

2 En Abhandlungen zur Geschichte der Mathematik IX (1899) 491 y ss.; el
texto se conserva en dos cédices de Berlin (Mf. 258 y Mg. 559), en ¢l Bodleia-
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Stomachion® en catorce figuras que guardan relacion con ella,
en una tinica proposicién se resuelve la divisién de un rectdngu-}
lo, con un lado doble del otro, en siete partes conmensurables!
con la figura completa, de dos maneras distintas, y con ello la
divisién en catorce partes del cuadrado formado por dos rectédn-,
gulos iguales, todas ellas conmensurables con dicho cuadrado.

El descubrimiento del palimpsesto de Jerusalén sacé a lal
luz, en estado especialmente lacunoso, ciertos pasajes en griego]
—que no conservan el dialecto dorio original— en los que lee-]
mos una breve presentacién del tratado, homogénea en estilo
con las que anteceden a otras obras de Arquimedes, parte del;
desarrollo de un primer teorema —de caricter propedéutico,
seglin afirma el propio Arquimedes— vy, por ultimo, la parte
correspondiente al trazado de la figura de un segundo teorema}
que parece ocuparse de la divisién de un cuadrado en cincol
partes conmensurables con la figura completa de dos maneras’
distintas, con lo que se obtiene la divisién en diez partes del
rectdngulo formado por los dos cuadrados asf divididos. o

Heiberg entendia que el tratado podia tener por tema el es-:
tablecimiento de la conmensurabilidad entre las piezas del jue-}
goy el cuadrado que se podia obtener con ellas y, basidndose enf
la noticia de los gramdticos latinos, pensaba que la proposicion ]
conservada en drabe —la divisidn de una figura en catorce par-fi

no 960 y en otro cédice del Instituti rerum Indiae Londinensis. Suter preparé'
su version a partir de los cddices de Berlin. )
® El significado exacto del nombre Stomachion es una de las cuestiones fi-
lolégicas pendientes; las fuentes latinas no emplean un nombre especifico para
designarlo, y por los textos griegos no podemos saber mucho mds, ya que el
término stomdchion, practicamente un hdpax, es un diminutivo de stémachos }
(«orificio, estémago, garganta, parte de atrds del cuello»); stémachos, a su vez, §
deriva de stéma («boca»). El significado literal de stomdchion podria ser, por j
tanto, «huequito, boquilla», pero no se ve qué relacién puedan tener estos tér- |
minos con el contenido del juego. No parece del todo convincente la interpre- (
tacion de Netz, «dolor de estémago», como si fuera derivado de stomachikds,"
que no sélo significa «dolor de estémago», sino también «bueno para el est6-
mago». Més sobre el nombre en Hermes XLII, pag. 240y ss. !
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tes— podia ser la proposicién tltima del tratado. A pesar de esa
afirmaci6n, reconoce que alguna de las expresiones del pasaje
introductorio le producian perplejidad*. También Dijksterhuis
manifestaba su desconcierto’: «no puede asegurarse si el resul-
tado (scil., el que se obtiene en el fragmento en drabe) era el
pretendido o si desempefiaba algtn papel y, en ese caso, cudl,
en la investigacion tal como fue anunciada».

El estado de la cuestién ha dado un vuelco importante gra-
cias a los estudios que se vienen llevando a cabo desde la recu-
peracion del palimpsesto. El articulo publicado por Netz, Acer-
bi y Wilson® sugiere que el Stomachion podria ser un estudio
sobre un problema de combinatoria: el niimero de maneras po-
sibles en las que puede formarse un cuadrado a partir de catorce
figuras dadas. Los autores basan su hipétesis en los siguientes
argumentos principales: aunque se creia que no existfa una
combinatoria griega, una anécdota relatada por Plutarco da tes-
timonio de los conocimientos de combinatoria de Hiparco’;
ademds, en el pasaje Il 416, 16 —que Heiberg dio por ilegi-

4 Concretamente donde Arquimedes habla de la transposicién y sustitucién
de las partes; lo que Heiberg dice, literalmente, es: «Lo que se pretenda con
esto es cosa bastante oscura» (Quod haec sibi velint, satis obscurum est).

* Op. cit., pdgs. 408-409 y otra vez en la pag. 412.

¢ «Towards a Reconstruction of Archimedes’ Stomachion»,
(2004), 67-99.

7 La anécdota, que figura en Plutarco (De stoicorum repugnantiis 1047c-e
y Quaestiones convivales V1119, 732 f), nos transmite unos cdlculos de Hipar-
co en los que éste determina el mimero de conjunciones que la 16gica estoica
permite formar con diez asertos sin negacién (103049) o con ella (310954).
Los articulos de Stanley («Hipparchus, Plutarch, Schréder, and Hough», The
American Mathematical Monthly 104 [1997], 344-50) y Habsieger, Kazarian y
Lando («On the Second Nomber of Plutarch», The American Mathematical
Monthly 105 [1998], 446) han puesto de relieve el significado combinatorio de
csos resultados; el contexto filoséfico y matemdtico en que Hiparco pudo desa-
rrollar sus célculos ha sido puesto de relieve por Acerbi («On the shoulders of
Hipparchus. A Reappraisal of Ancient Greek Combinatorics», Archive for His-
tory of Exact Sciences 57 [2003], 465-502).
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ble— ha podido leerse la expresién «multitud de figuras», lo

que les lleva a considerar que el tratado versa sobre el nimero |

de maneras en que pueden disponerse las catorce piezas del
stomachion manteniendo la figura global de un cuadrado; en
tercer lugar, el hecho de que el camino seguido por Arquimedes
en el Stomachion pudo muy bien ser el mismo que empled para

probar la existencia de los trece s6lidos semirregulares®: «el es- |
tudio, en términos generales, de ciertos condicionamientos en |

las posibles combinaciones de los dngulos y después, conside-
rando esos condicionamientos, enumerar los casos posibles».

Esta hipétesis es, desde luego, més sugerente que admitir

como resultado definitivo del tratado la divisién del cuadrado
en siete partes conmensurables entre s{ y con la figura entera y

permite superar el estado de perplejidad expresado por Dijks- |

terhuis. Pero no se puede dejar de reconocer que lo que de

verdad interesaria al mundo matematico serfa enfrar en con- |

tacto con los razonamientos aducidos por Arquimedes en ese

estudio; la mala fortuna de que el escriba del palimpsesto uti- |
lizara solo uno de los folios de este tratado no ha permitido ir

mads alla.

Para la traduccién hemos seguido la edicién de Heiberg, que |
recoge el texto griego del palimpsesto, y 1a traduccién alemana |
publicada por Suter, e incluye figuras preparadas por Heibergy |
Heegaard a partir de los datos del texto. Indicamos mediante la |

cursiva los pasajes ilegibles para Heiberg y publicados ahora en
el citado articulo de Netz, Acerbi y Wilson; indicamos en nota
las divergencias entre ambas ediciones cuando exigen interpre-
taciones contrapuestas. En cuanto a la puntuacién, el original

griego estd escrito en columnas cuyas lineas contienen de 21 a |

26 letras sin separacién de palabras, espiritus, acentos ni pun-
tuacién de ninguna clase; hay cierta tendencia a editar los tex-
tos matemdticos sin puntos y aparte, siguiendo el modelo de los

8 No se nos conserva la prueba, pero si la enumeracién de estos s6lidos: vid.
mds adelante los fragmentos Sobre los poliedros, pags. 361-365.
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manuscritos, pero hemos optado por incluir puntos y aparte
donde las pausas de sentido parecian exigirlo. Para el titulo he-
mos optado por conservar la transcripcion del griego, suméndo-
nos en ello a la tradicién establecida por los traductores de Ar-
quimedes a otras lenguas modernas.



EL STOMACHION DE ARQUIMEDES

Como el Hamado stomachion contiene variadas posibilida-
des de estudio de la transposicién de las figuras que lo compo-
nen, consideré necesario exponerlo estudiando en primer lugar
la magnitud de la figura entera' y las partes en que se divide y
a qué figura (es semejante) cada una de ellas?; y luego también
queda dicho, ademds, cudles son los 4ngulos que se toman jun-
tos y como® para conocer el encaje de las figuras surgidas de
ellos, y si los lados que se generan en las figuras estdn en linea
recta o si pasa desapercibido a la vista que les falta un poco, por-
que estas cosas requieren habilidad; y si les falta muy poco y

! La cursiva indica las lecturas de Netz, Acerbi y Wilson en pasajes que
Heiberg daba por lacunosos; los corchetes angulares encierran, segtin costum-
bre, las conjeturas de los editores; cuando se trata de conjeturas de Heiberg no
afiadimos mds indicaciones; lo hacemos constar en nota cuando las conjeturas
proceden de Ia lectura de Netz-Wilson.

En el palimpsesto, laguna de 6-8 letras en Stoma...on; Netz, Wilson, Acerbi
se preguntan si habria que suplirlo con Stomachion préton («primer libro del
Stomachion»).

? Tanto la lectura de Netz, Acerbi y Wilson (tini metrouménou} como la de
Heiberg (tini homoiouménou) estan basadas en conjeturas; preferimos el texto
de Heiberg por entender que 1a otra alternativa comporta un error sintéctico
(siempre metreisthai hypd tinos, no metreisthai tini).

* Asi siguiendo el texto de Netz, Acerbi y Wilson. Con las conjeturas de
Heiberg habrfa que interpretarlo «cudles son los dngulos que tomados de dos
en dos forman dos rectos».
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pasa desapercibido a la vista, no por eso se han de rechazar lag*
que componen.

A partir de éstas® resulta una multitud de no pocas figuras por
ser posible desplazarlas a otro lugar de la figura igual y de dngu-
los iguales...fomada de otra manera y tomando otra posicion...

A veces también de dos figuras que tomadas juntas en una figura |
son iguales y semejantes a una figura o también de dos figuras |
que tomadas juntas son iguales y semejantes a dos figuras se |

compone por transposicién® un niimero mayor de figuras,
Anteponemos al tratado una demostracidn relativa a esto.

Sea ZI" un paralelogramo rectangular’ y
cortese en dos partes iguales EZ por el |
punto K y desde los puntos I', B® tricense |

IK, BE.

E__K 7 que BH.

punto A y trdcese larecta TH.

Puestoque EK esigualaKZ, tambiénI'E
—esto es, BZ— es igual a ZA, De modo que
I'Z es mayor que ZA. Por tanto también el
dngulo comprendido por ZAI' es mayor que
el comprendido por ZI'A. Y los comprendidos por HBA y ZI'B
son iguales, pues cada uno de ellos es medio recto. Luego el

" B

¢ Entiéndase: «las figuras».

* «De estas piezas», se entiende.

® Traduzco la lectura de Heiberg ek 1és metathéseos; con la lectura ekros
metathéseos de Netz, Acerbi y Wilson habria que traducir «aparte de la trans-
posicidn». .

7 El «paralelogramo rectangular» indicado tiene que ser necesariamente un
cuadrado.

¢ Heiberg corrige acertadamente en T, B, la lectura I, E del palimpsesto.
Téngase presente que en los textos en uncial es fécil la confusién entre By E si
se debilita la tinta en las curvas de la B.

Se ha de demostrar que T'B es mayor

Prolénguense I'K, BZ y coincidan en el |
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comprendido por 'HB también es mayor que el HI'B, puesto
que el comprendido por 'HB es igual a los dos internos y opues-
tos —los comprendidos por HBA, HAB—. De modo que I'B es
mayor que BH. Luego, si se corta I'H por la mitad por el punto
X, el angulo comprendido por I'XB serd obtuso -—puesto que
I'X esigual a XH y XB es comun, los dos son iguales a los dos®—
y la base I'B es mayor que la BH. Luego también el 4ngulo es
mayor que ¢l dngulo'®. Por tanto, el comprendido por I'XB
s obtuso y su contiguo es agudo. Por otro lado, el comprendido
por I'BH es medio recto —pues se ha supuesto que el paralelo-
gramo es equidngulo— y el comprendido por BXH es agudo.

Y ademds tampoco son iguales los restantes TBH', y ésta'?
se compone y se divide con la siguiente (parte)>.

Sea AB un drea rectangular con un lado doble que el otro ...
que tiene el lado I'A doble que el B y que tiene por didmetro la
linea AB con el espesor no..** poder encajarse por tener la
disposicion de las secciones en linea recta.

Cértese T'A por la mitad por el punto E y por el punto E
tracese EZ paralela a BI'. Entonces, I'Z, ZA son cuadrados.

° Entiéndase: «dos lados del tridngulo TXB iguales a dos lados del tridngu-
lo XHB».

10 Entiéndase: «el dngulo I'XB mayor que el dngulo XHB».

1 El articulo femenino nos indica que las letras TBH se refieren, probable-
mente, a las rectas I'B, BH o0 a los dngulos de vértice en I', B, H, pero en su
estado presente el texto es ininteligible: de un lado, que T'B > BH ya habia
quedado demostrado antes, luego no parece razonable que se repita la indica-
cién; de otro, los dngulos de vértice en I, B, H no desempefian ningtin papel en
la demostracién —al menos en lo que queda del texto.

2 Entiéndase: «esta figura».

3 La laguna sefialada aqui por Heiberg, de mds de cinco lineas, sélo ha
podido ser parcialmente colmada por la lectura de Netz, Acerbi y Wilson.

Esta frase permite ver la transicidn entre la primera y la segunda proposi-
ciones conservadas, aunque no encontramos argumentos para afirmar si recoge
el final de la primera o expone la hipétesis de la segunda (lo segundo serfa mds
verosimil, pero el texto es insuficiente).

4 Quedan aqui dos lineas que parecen definitivamente irrecuperables.

.
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es evidente gue es mayor...'6

* kK

r B

EL LIBRO DE ARQUIMEDES
SOBRE LA DIVISION DE LA FIGURA STOMACHION
EN CATORCE FIGURAS QUE GUARDAN RELACION
CONELLAY

Trazamos un paralelogramo, sea el ABGD, cortamos por la ;

mitad BG por el punto E, trazamos EZ perpendicular a BG,
trazamos las diagonales AG, BZ y ZG, cortamos igualmente
por la mitad BE por el punto H y trazamos HT perpendicular a
BE; entonces ponemos la regla en el punto H y la dirigimos
hacia el punto A y trazamos HK, cortamos por la mitad AL por
el punto M y trazamos BM, y de ese modo el rectdngulo AE ha
sido dividido en siete partes. Cortamos ahora por la mitad GD
por el punto N y lo mismo ZG por el punto C, trazamos EC,
colocamos la regla en los puntos B y C y trazamos CO; traza-
mos ademds CN, y de ese modo también el rectdngulo ZG, si

IS Entre corchetes, lectura dudosa y conjetura de Netz, Acerbi vy Wilson.

' Con estas palabras termina la nica hoja del palimpsesto que contiene
texto del Stomachion. Los puntos A, E que se mencionan en la frase anterior no
figuran en la ilustracion que aparece en el palimpsesto,

17 Precede al texto drabe de la proposicién: «;En el nombre de dios miseri-
cordioso y clemente! Sefior, concédeme éxito y no me lo hagas dificil».

[y

Trécense los didmetros T'A, BE, EA y c6r-
tense por la mitad los lados I'H, EA por |
los puntos ©, X, y trdcense B®, XZ, y ]
por los puntos (X), K trécense las rectas
K(A, X)Z" paralelas a BA. Por el teore-
ma anterior, por tanto, es evidente que el |
dngulo de vértice en ® del tridngulo B['® |
es obtuso y el restante agudo. Y también
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bien de una manera distinta al primero, ha sido dividido en sie-

te partes vy, con ello, el cuadrado entero en catorce partes.
Ahora demostraremos 4 Z D
que cada una de las catorce
partes guarda con el cua-
drado entero una relacién

de conmensurabilidad. 0
Puesto que ZGesladia-

gonal del rectangulo ZG, T c Y

entonces el tridngulo DZG F

es la mitad de ese rectdngu- 2

1oy, por tanto, la cuarta par-
te del cuadrado. Pero el
tridngulo GNC es un cuarto ;
del tridngulo DZG, puesto 8~ H  E G

que si prolongamos EC, llega al punto D, y entonces el tridngulo
GDC es la mitad del DZG e igual a la suma de los dos tridngulos
GNC y DNC; por tanto, el tridgngulo GNC es 1/16 del cuadrado.

Si ademas suponemos que la linea OC llega hasta el punto
B, como efectivamente fue trazada, entonces la linea NC es pa-
ralela al lado BG del cuadrado o del tridngulo OBG; entonces
se tiene la proporcion [Elem. VI 2] BG : NC :: GO : NO. Y BG
es el cuddruplo de NC, luego también GO es el cuddruplo de
NO; por tanto, GN es el triple de NO y el tridgngulo GNC es
igual al triple de ONC [Elem. VI 1]. Y dado que, como hemos
demostrado, el tridgngulo GNC es 1/16 del cuadrado, entonces
el tridngulo ONC es 1/48 del cuadrado.

Puesto que, ademds, el tridngulo GDZ es 1/4 del cuadrado v,
por tanto, GNC es 1/16 del mismo y el tridngulo NCO 1/48 del
mismo, entonces queda que el cuadrildtero DOCZ es igual a 1/6
del drea del cuadrado.

Segin la hip6tesis'?, si la linea NC va m4s lejos pasando por

% Puesto que DG, ZE son iguales entre si y ambas, asf como la recta ZG
han sido cortadas por la mitad por los puntos N, F, C, respectivamente.
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el punto F, CF serfa paralela a GE; por tanto, se tiene la propor-
cién [Elem. VI 4] EG : CF = EQ :: CQ = GQ : FQ. Puesto que

EQ=2CQyGQ=2FQ", entonces el tridngulo EQG es el doble “

de cada uno de los tridngulos GCQ y EFQ [Elem. VI 1].Y esta

claro que ¢l tridngulo EGZ = 2EFG {Elem. V1 1], puesto que ZE

= 2FE. Pero el tridangulo EGZ es igual a 1/4 del cuadrado, luego

el tridngulo EFG es 1/8 de ese mismo cuadrado, Pero éste® es |
el triple de cada uno de los dos tridngulos EFQ y GCQ; por
tanto, cada uno de estos dos tridngulos es 1/24 del cuadrado

AG. Y el tridngulo EGQ es el doble de cada uno de los dos
tridngulos EFQ y GCQ; por tanto, es 1/12 del cuadrado.

Puesto que ademds ZF = EF, entonces el tridngulo ZFG es
igual al EFG {Elem. V1 1]; y si restamos® los tridngulos GCQ =
EFQ, entonces queda el cuadrilatero FQCZ igual al triangulo
EGQ; por tanto, también el cuadrildtero FQCZ es igual a 1/12
del cuadrado AG.

Tenemos ahora el rectdngulo ZG dividido en siete partes y
pasamos ahora a la particion del otro rectdngulo.

Puesto que BZ y EC son dos diagonales paralelas [Elem. V1 2]
v ZF esigual a EF, entonces el tridngulo ZLF es igual a EFQ [Elem.
VI 19}, con lo cual el tridngulo ZLF = 1/24 del cuadrado AG.

Puesto que BH = HE, entonces el tridngulo BEZ es el cui-
druple del tridngulo BHT; por tanto, cada uno de los mismos es
rectdngulo®, Pero puesto que el tridngulo BEZ es 1/4 del cua-
drado ABGD, entonces el tridngulo BHT es 1/16 del mismo.
Segiin nuestra hip6tesis, si la linea HK va mds all4, pasa por el
punto A; por tanto se tiene la proporcién [Elem. VI 4] AB : HT
=BK:KT.

¥ Porque EG = 2CF,

# «El trigngulo FEG», se entiende.

2 «Si los restamos respectivamente de los tridngulos mencionados ZFG y
EFG», se entiende.

2 Por tanto BEZ, BHT son equidngulos y guardan la razén de BE? : BH?
[Elem. VI 19].
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Pero AB = 2HT?, luego también BK = 2KT, con lo cual BT
= 3KT; por tanto el tridngulo BHT es el triple del tridngulo
KHT [Elem. VI 1. Y puesto que el tridngulo BHT es 1/16 del
cuadrado entero, entonces ¢l tridngulo KHT es 1/48 del mismo.
Y el tridngulo BKH es el doble del tridngulo KHT [Elem. VI 1],
luego es igual a 1/24 del cuadrado.

Puesto que, ademds, BL = 2ZL* y AL = 2LF, entonces el
tridngulo ABL es el doble del tridngulo ALZ y el tridngulo
ALZ el doble del ZLF [Elem. VI 1]. Y puesto que, por otra
parte, el tridngulo ZLF es 1/24 del cuadrado entero, entonces el
tridngulo ALLZ es 1/12 del mismo v, por tanto, el tridngulo ABL.
es 1/6.

Pero el tridngulo ABM es igual al tridngulo BML [Elem. V1
11, por tanto cada uno de estos dos tridngulos es 1/12 del cua-
drado.

Y queda que el pentdgono LFEHT es igual a la mitad de un
sexto mds la mitad de un octavo del cuadrado entero®.

Por consiguiente, hemos dividido en siete partes el cuadra-
do AE, con lo cual l1a figura completa ABGD ha sido dividida en
catorce partes que guardan razén con ella; lo que habia que
hacer.

23 Porque BZ ha sido cortada por el punto T en dos partes iguales.

% Puesto que los trigngulos ABL, ZFL son equidngulos y AB = 2ZF; enton-
ces, vid. Elem N14.

5 Dicho pentdgono es igual a 1/2 AG /7 (1/12 + /12 + /12 + 1716 + 1/24)
AG=AG (1/27 17/48) =748 AG = (1/2 (1/6) + 1/2 (1/8)) AG.
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EL METODO DE ARQUIMEDES
SOBRE LOS TEOREMAS
MECANICOS, A ERATOSTENES




INTRODUCCION

El Método es, sin duda, la obra de Arquimedes que en los
ultimos tiempos mds interés ha despertado tanto entre los espe-
cialistas como, en general, entre el piblico culto: la peripecia
casi novelesca que ha rodeado su transmisién ha contribuido
enormemente a ello, y probablemente es el tratado arquimedeo
que més tinta ha hecho correr en los poco més de cien afios que
han transcurrido desde que Heiberg lo dio a conocer’. Sus apa-
riciones y desapariciones y las dificultades inherentes a la lec-
tura del palimpsesto que la ha conservado la rodean de un halo
de misterio que podria llevarnos a creer que Arquimedes traté
su método como si pretendiera mantenerlo en el terreno de lo
arcano. Pero nada mds lejos de la verdad. De hecho, tan pron-
to como Arquimedes alcanz6 por este método el primer resulta-
do significativo, la cuadratura del segmento parabdlico, ya men-
cioné a sus corresponsales alejandrinos el «método mecédnico»
(Cuadr. pardb. 266, 1y ss.), y en el propio Métode afirma: «al
redactar el método he pretendido sacarlo ala luz ala vez porque

! La suerte y avatares corridos por el palimpsesto en que se nos ha conser-
vado la obra, conocidos en lo fundamental gracias a las noticias en los medios
de comunicacion, fueron presentados en la Introduccién (vol. I, pdgs. 54-63,
especialmente 58-60). El reciente libro de R. Ne1z Y W. NOEL The Archimedes
Codex (Londres, 2007 hay traduccién espafiola) informa de los pormenores de
la reaparici6n del palimpsesto y los métodos empleados para llevar a cabo una
segunda lectura del mismo.
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previamente habia hablado en favor de él —no fuera que les
pareciera a algunos que habia estado hablando palabras va-
nas— y al mismo tiempo porque estaba convencido de que
arrojarfa no pequeiia utilidad para la matemética», de lo que po-
demos deducir que en algiin otro escrito no conservado ya habia
aludido mds ampliamente a este recurso. Ademds, el texto fue
objeto de estudio y comentario en la Antigiiedad, pues Herén lo
cita en sus Metrica y 1a Suda nos informa de que en el siglora.C.
¢l astronomo y matemdtico Teodosio redacté un comentario so-
bre esta obra. Su difusidn fue tal que en el curso de las sucesivas
copias llegé a perder los rasgos dialectales dorios que todavia
Eutocio en el siglo v1 consideraba caracteristicos del siracusa-
no; incluso fue reescrita en el dialecto comin helenfstico-roma-
no —caso que no se dio, por ejemplo, con el tratado Sobre las
lineas espirales— y en su texto se introdujeron, como en el
resto de las obras conservadas, glosas y peculiaridades termi-
noldgicas ajenas a Arquimedes?.

El tratado conserva la carta con que fue remitido a Eratdste-
nes, que no era la primera correspondencia cruzada entre am-
bos, pues Arquimedes afirma haberle enviado antes los enun-
ciados de los teoremas que habia descubierto y haberle invitado
a descubrir las demostraciones por si mismo.

La carta anticipa y destaca los contenidos mds significativos
del escrito al que acompafia: por primera vez en sus investigacio-
nes sobre cubaturas Arquimedes ha conseguido hallar equivalen-
cias exactas entre s6lidos comprendidos parcialmente por curvas
—1la ufia cilindrica y la doble béveda cilindrica— y s6lidos limi-
tados exclusivamente por rectas y aprovecha la comunicacion de
estos hallazgos para mostrar a Erat6stenes este método, de uti-
lidad «para poder investigar algunos asuntos matematicos por

2 Asf, por ejemplo, se emplea dos veces el término parabolé —436, 1 y en
499, 32—, desconocido para Arquimedes, pues fue acufiado por Apolonio.
fdem con los términos plagia y orthia para designar los ejes de una elipse en
448, 25-26.
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medio de la mecdnica» y del que espera que sirva a algunos
para descubrir «incluso otros teoremas que atin no se me han
ocurrido».

Siguen once lemas y quince proposiciones?, de las cuales las.
6,7, 13, 14 y 15 presentan importantes lagunas®. En las prime-
ras once proposiciones Arquimedes ejemplifica el uso de su
método exponiendo los razonamientos mecdnicos que le lleva-
ron a descubrir las hipétesis de ciertos teoremas que luego de-
mostré geométricamente, «porque la investigacién por este
método carece de demostracién; y es mds facil avanzar en la
demostracién tras haber alcanzado por anticipado cierto cono-
cimiento de las cuestiones gracias a este método que hacer la
investigacién sin conocer nada». Va recorriendo asf los princi-
pales hallazgos de otros tratados suyos conservados —la medi-
da del segmento parabdlico y de la superficie de la esfera’; las
de los volimenes de la esfera, el elipsoide, el paraboloide, €l
casquete esférico y de los segmentos de hiperboloide y de elip-
soide®— y no conservados ~—determinacién de los centros de
gravedad del segmento de paraboloide, de la semiesfera, del
casquete esférico y del segmento de elipsoide y del hiperboloi-
de’—. A continuacion figura el estudio de la medida de la ufia

3 1.a numeraci6n es obra de Heiberg, pues no figura en el original; sefialan
NeTz, SAITO, TCHERNETSKA en «A New Reading of Method Proposition 14;
Preliminary Evidence from the Archimedes Palimpsest» (Part 2), Sciamvs 3
(2002), 109-125, que en algin caso esa divisién del texto puede oscurecer un
tanto el plan de la obra pero es de necesidad conservarla, a falta de otra edicion,
a efectos de referencia.

4{a numeracion tanto de los lemas como de las proposiciones fue obra de
Heiberg.

s Prop. 1 y Cuadr. pardb. 14-24 y prop. 2y Esf. cil, 133, respectivamente.

§ Volumen de 1a esfera: prop. 2 y Esf. cil. 133; del elipsoide: prop. 3y Con.
esf. 27 (para el semielipsoide); del paraboloide: prop. 4 y Con. esf. 21; del
casquete esférico: prop. 7y Esf. cil 1L 2; del segmento de hiperboloide: prop.
11y Con. esf, 25; del segmento de elipsoide: prop. 8y Con. esf. 29.

7 Props. 5, 6, 9, 10 y 11 respectivamente. Por cierto que la presencia de
estos teoremas en &l Método es el argumento definitivo para afirmar la existen-
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cilfndrica® por el método (props. 12-14) y la correspondiente
demostracién geométrica (prop. 15). Este es el final del texto
recuperado. Debian de seguir a éstas otras proposiciones en las
que se realizaran los mismos estudios sobre la doble béveda
cilindrica y, probablemente, la repeticién de 1a demostracién
geométrica relativa a la medida del segmento parabélico, pues
asi se 1o anuncia Arquimedes a Erat6stenes en la misiva que le
epvia. Cabe la posibilidad de que se incluyeran otras demostra-
ciones, ya que generalmente Arquimedes en estas cartas no
hace enumeracién completa del contenido de los tratados, y el
texto, calculando las posibilidades de contenido de un rollo an-
tiguo, podria perfectamente haber tenido hasta el doble de la
extension de lo que nos ha llegado: pero no es posible afirmar
nada con certeza sobre ese punto.

El método que Arquimedes da a conocer es un recurso que
¢l mismo considera insuficiente para la demostraci6n, pero ttil
a efectos heuristicos: mediante secciones de las figuras de n + 1
dimensiones que se propone estudiar, alcanza relaciones de
igualdad o proporcionalidad entre las secciones resultantes
(ahora de n dimensiones) de la figura en cuestién y las seccio-
nes de otra figura cuya medida es conocida, relaciones que
quedan medidas calculando los equilibrios ideales de las mis-
mas en una balanza también ideal; el argumento siguiente es:
puesto que las figuras en cuestién (de n+ 1 dimensiones) po-
Qﬁan «completarse» mediante series de secciones (de n dimen-
stones) trazadas del mismo modo, se puede descubrir la medida
—en igualdad o proporcién— de la figura objeto de estudio.
Ahora bien, ;quién, entre los mateméticos griegos de la Anti-
gliedad, aceptaria como planteamiento geométrico que la su-

cia de obras perdidas de Arquimedes en el terreno de la estitica, obras en las
que debian de encontrarse las demostraciones geométricas de estos mismos
supuestos.

. 8 Para la descripci6n de esta fi gura y de la doble béveda cilindrica, of 426,
10y ss. ’
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perficie se compone de lineas o que el sélido se compone de
planos? Esa cuestién estaba tratada y debatida desde antes
de que Euclides redactase sus Elementos®; de ahi que se haya
interpretado que el recurso a los indivisibles es larazén de la
«insuficiencia» probatoria del método, mds que el recurso a
la mecénica.

Efectivamente, €sa es 1a posicién de Dijksterhuis'®, aunque
otros autores, como Sato y Knorr!!, llegan ala conclusién de que
los mateméticos griegos aceptaban como vélidos los argumen-
tos con indivisibles. Por su parte, R. Netz, K. Saito y N. Tcher-
netska'?, a tenor del texto de la prop. 14 que ellos han recupera-
do, plantean la cuestién en términos mds complejos. Mientras
que en las proposiciones 1-13 Arquimedes emplea tanto la me-
cénica como los indivisibles, la proposicién 14 recurre s6lo a
los indivisibles; la presencia de una unica palabra, de lectura
dudosa’?, les lieva a entender que Arqufmedes utilizael lema 11
para la suma de una serie proporcional infinita (en Con. esf. 1
Arquimedes habia demostrado la validez del lema para series
finitas); de aceptar su lectura e interpretacién, serfa necesario,
como ellos sugieren, replantear no sélo la estructura general del
M¢étodo, sino también la interpretacidn de la prehistoria del cdlcu-
1o. La cuestién, sin duda, merece un debate mdés extenso —que
deberfa incluir tanto los aspectos paleograficos como los mate-

# Muestra evidente de ello la tenemos en ARISTOTELES, Sobre las lineas
indivisibles, publicado en esta misma coleccion (BCG 277), pags. 21-53.

10 Op. cit., pag. 336.

'T. Sar10, «A Reconstruction of The Method Proposition 17, and the De-
velopment of Archimedes’ Thought on Quadrature», Historia Scientiarum 31
(1986), 61-86 y 32 (1987), 61-90; W. KNORR, «The Method of Indivisibles in
Ancient Geometry», en Vita Mathematica: Historical Research and Integra-
tion with Teaching, ed. R. CALINGER, 67-86.

12 «A New Reading of Method Proposition 14: Preliminary Evidence from
the Archimedes Palimpsest» (Part 1), Sciamvs 2 (2001), 9-29 y «A New Rea-
ding of Method Proposition 14: Preliminary Evidence from the Archimedes
Palimpsests (Part 2), Sciamvs 3 (2002}, 109-125.

13 Pléthei («en nimero»), fol. 110v, col. 2, lin. 4.
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méticos—, debate que adn no ha podido tener lugar en razén de
lo reciente del hallazgo.

Por dltimo, una breve nota textual: a primera vista, no ha-
biendo més que un dnico manuscrito, el palimpsesto, deberia
ser un caso sencillo, pero el estado en que el texto ha podido ser
recuperado dista de ser el ideal™ y los materiales que pone ante
nuestros ojos nos enfrentan a multiples dificultades. Adelants-
bamos antes que algunas de las proposiciones se conservan en
estado lacunoso: fueron objeto de estudio para Zeuthen, que
intentd recrear las demostraciones, y Heiberg ofrece la versién
latina de esa recreacion'®. En nuestra traduccién figuran en re-
donda ]os pasajes procedentes del texto griego y en cursiva los
pasajes traducidos a partir de la version latina de Zeuthen re-
producida por Heiberg. En cuanto a la proposicién 14, los fo-
lios en los que figuraba se hallaban en un estado tan deteriorado
que Heiberg renuncio6 incluso a fotografiarlos, y su texto era tan
incompleto que ni siquiera era posible seguir el curso de los
razonamientos. Como adelantdbamos mds arriba, esos folios
han podido ser lefdos recientemente gracias a los avances lo-
grados en los procesos de tratamiento informdtico de imagenes,
y Netz, Saito y Tchernetska han publicado el texto completo de
esta proposicion en los articulos citados (¢f. n. 12). Las diferen-
cias entre este texto y el recuperado por Heiberg son tales que
se hace imposible completar la lectura mas antigua con la més
reciente, de modo que nos ha parecido 1o mas oportuno ofrecer
la traduccién de esta ltima en Apéndice.

* Hagamos notar, por ejemplo, que la traducci6n de Heath, afiadida como
apéndice a su The Works of Archimedes (cf. Bibliograffa), fue realizada sobre
1a primera edicién publicada por Heiberg (Hermes 42 [1907], 243-297), que
difiere no poco de la aparecida en Archimedes opera omnie... que es la que ha
servido de base a la presente version. De ahi que no coincidan la numeracion y
¢l contenido de las proposiciones,

'* Fueron publicadas en Leipzig en 1906-1907 y han sido reimpresas en
ARCHIMEDES, Werke, Darmstadt, 1967 junto con otros tratados arquimedeos
comentados.

EL METODO DE ARQUIMEDES SOBRE LOS
TEOREMAS MECANICOS, A ERATOSTENES

Arquimedes a Eratéstenes, salud.

Te envié antes los teoremas que habfa descubierto escribién-
dote los enunciados, invitdndote a descubrir sus demostracio-
nes que, hasta el momento, no te habfa comunicado. Los enun-
ciados de los teoremas que te mandé eran los siguientes.

Del primero: si en un prisma recto que tiene por base un
paralelogramo’ se inscribe un cilindro con sus bases en los pa-
ralelogramos opuestos y sus generatrices en los restantes pla-
nos del prisma, y por el centro del circulo que es base del cilin-
dro y por un lado del cuadrado del plano opuesto se traza un
plano, el plano trazado cortar del cilindro un segmento, que
estd comprendido por dos planos y la superficie del cilindro
—uno, el trazado; el otro, aquél en que esté la base del cilindro;
la superficie, la que estd entre los planos dichos—, y el segmen-
to cortado del cilindro serd la sexta parte del prisma entero.

Del otro teorema el enunciado es el siguiente: si en un
cubo se inscribe un cilindro con sus bases en los paralelogra-
mos opuestos y su superficie tangente a los cuatro planos res-
tantes, y en el mismo cubo se inscribe otro cilindro con sus
bases en otros paralelogramos y su superficie tangente a los
cuatro planos restantes, la figura comprendida por las superfi-

' Asi en ¢l original griego, aunque por el sentido es evidente que se refiere
a un cuadrado. Lo mismo sucede algo mds adelante, en 426, 24 y 428, 2.
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cies de los cilindros que estd en ambos cilindros es dos tercios

de todo el cubo.

Ocurre que estos teoremas son distintos de los que descubri
primero, pues aquellas figuras —los conoides y los elipsoides y 1
sus segmentos— las compardbamos en magnitud con figuras de |
conos y cilindros y se hallé que ninguna de ellas eraigual auna |
figura s6lida comprendida por planos, mientras que cada una de |
estas figuras, comprendidas por dos planos y superficies de ci- }
lindro, ha sido hallada igual a una de las figuras s6lidas com- {

prendidas por planos.

Tras redactar las demostraciones de estos teoremas en este |

libro, te las mandaré?.

Y al ver, como digo, que eres estudioso y que destacas con-
siderablemente en filosoffa y que aprecias la investigacién ma-
temadtica cuando es el caso, probé a escribirte y a definir en este §
mismo libro la peculiaridad de cierto método mediante el cual, |
cuando te 1o haya proporcionado, te ser4 posible disponer de
recursos para poder investigar algunos asuntos matematicos
por medio de la mecédnica. Estoy persuadido de que esto es no

menos titil también para la demostracién de estos mismos teo-

remas, pues algunas de las cosas que primero se me mostraron }
por medio de la mecdnica luego las demostré por medio de la
geometrfa, porque la investigacion por este método carece de |
demostracién; y es mas facil avanzar en la demostracion tras
haber alcanzado por anticipado cierto conocimiento de las |

cuestiones gracias a este método que hacer la investigacién sin
conocer nada.

... por lo cual, de estos teoremas sobre el cono y la pirdmide |

cuya demostracién Eudoxo fue el primero en descubrir, que el
cono es la tercera parte del cilindro y la pirdmide lo es del pris-
ma, cuando tienen la misma base e igual altura, atribuirfa uno
no pequeiia parte a Demédcrito, el primero que manifests sin
demostracién el aserto relativo a dicha figura.

* Cf Introduccion, pags. 268-269.
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Pues a mi me ocurre en el caso del teorema que ahora edito
que su descubrimiento ha sido semejante a los recién mencio-
nados: al redactar el método he pretendido sacarloalaluz a la
vez porque previamente habia hablado en favor de él —no fue-
ra que les pareciera a algunos que habfa estado hablando pala-
bras vanas— y al mismo tiempo porque estaba convencido de
que arrojarfa no pequeiia utilidad para la matematica. Pues sos-
tengo que algunos, bien de los presentes, bien de los venideros,
mediante el método que doy a conocer descubrirdn incluso
otros teoremas que adn no se me han ocurrido.

Asi, escribo en primer lugar lo que también lo primero se
me hizo patente mediante la mecdnica: que todo segmento de la
seccion de un cono rectdngulo es cuatro tercios del tridngulo
que tiene la misma base e igual altura, y después de eso, cada
uno de los teoremas obtenidos mediante el mismo método. Al
final del libro escribo las demostraciones geométricas de aque-
llos teoremas cuyos enunciados te envié antes.

LEMAS?

1. Side una magnitud se quita una magnitud y el mismo pun-
to es centro de gravedad de la magnitud entera y de la quitada,
el mismo punto es centro de gravedad de la magnitud restante,

2. Si de una magnitud se quita una magnitud y el centro de
gravedad de la magnitud entera y la magnitud quitada no es el
mismo punto, el centro de gravedad de la magnitud restante se
encuentra en’ la recta que une los centros de gravedad de la magni-

3 El titulo «Lemas» (Lemmata) y la numeracién de los mismos, as{ como la
de las proposiciones, no figura en los mss., sino que fue introducida por Heiberg.
Esta numeracién se ha convertido en canénica a efectos de referencia pero, como
advierte Netz (Sciamys 2, pag. 11), puede oscurecer la estructura de la obra.

Los enunciados que figuran en este apartado tienen el cardcter de demos-
traciones auxiliares para el contenido de las proposiciones.

* Sobreentiéndase: «el extremo de».
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tud entera y de la magnitud quitada, una vez prolongada y quitada |
de ella’, que guarde con larecta situada entre 1os dichos centros de |
gravedad la misma razén que guarda el peso de la magnitud quita-

da con el peso de 1a magnitud restante.

3. Si en cualquier niimero de magnitudes el centro de gra-
vedad® estd sobre la misma recta, también el centro de grave- |
dad de la magnitud compuesta de todas ellas estard sobre la §

misma recta’.

4. El centro de gravedad de toda recta es el punto medio de |

la recta® [Equil. plan. 14].

5. Elcentro de gravedad de todo tridngulo es el punto en el ~
que se cortan las rectas trazadas desde los dngulos del tridgngulo

hasta los puntos medios de los lados® [Equil. plan. 1 14].

6. El centro de gravedad de todo paralelogramo es el punto |

en el que se cortan las diagonales [Equil. plan. 110].

7. El centro de gravedad dé un circulo es el centro del

circulo.

8. El centro de gravedad de todo cilindro es el punto medio

del gje.

del eje.
10. El centro de gravedad de todo cono estd en su eje divi-

dido de tal manera que el segmento del lado del vértice sea el

triple que el resto.

11. Usaremos también el siguiente teorema'®: si un niimero

cualquiera de magnitudes guardan de dos en dos, las dispuestas

3 Sobreentiéndase: «una rectas.
¢ «El centro de gravedad de cada una de ellas», se entiende.

7 Se da por supuesto lo mencionado en Sobre el equilibrio de las figuras

planas14y 13,112y 5. Vid. también 1 5.

8 Recuérdese que ¢l concepto de euthela en griego se corresponde mds
bien con el nuestro de «segmentos».

? Es decir, las medianas del tridngulo.

' [ Del tratado escrito anteriormente Sobre conoides). La mencién del tra-
tado en ¢l texto es probablemente una glosa (acertada).

9. El centro de gravedad de todo prisma es el punto medio |
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de modo semejante, la misma razén que otras magnitudes, igua-
les en ntimero, y las primeras magnitudes guardan con otras mag-
nitudes las razones que sea —bien todas, bien algunas de ellas—
y las segundas magnitudes estdn en las mismas razones con otras
magnitudes, la suma de todas las primeras magnitudes guardard
con la suma de todas las magnitudes correspondientes la misma
razén que guarda la suma de todas las segundas magnitudes con
todas las magnitudes correspondientes [Con. esf. 1].

PROPOSICION 1

Sea el segmento ABT contenido por la recta AI' y por la
seccién ABT de un cono rectangulo; y cortese ABI por la mi-
tad por ¢l punto A y tricese la recta ABE paralela al didmetro y
tracense AB, BI.

r

Digo que el segmento ABI es cuatro tercios del tridngulo
ABT.

Desde los puntos A, I trdcense la recta AZ, paralela a ABE,
y laT'Z, tangente a la seccién, y prolénguese I'B haciaK, y sea
K® igual a TK. Considérese I'© una balanza y K su punto me-
dio y ME una paralela cualquiera a EA.

Puesto que T'BA es una parabola y I'’Z le es tangente y 'Aes
una ordenada, EB es igual a BA —pues esto se demuestra en los

20
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Elementos"
AZ como MZE a

a KN como ME a

ra en equilibrio con ME,
haber sido cortada ®N de modo inversamente proporcional a

los pesos TH, ME, y OK ser4 a KN como ME a HT [Equil. :
plan.16-7]. De manera que el centro de gravedad del pesocom- |

puesto por ambas es K [Lema 3].

De modo similar, cuantas paralelas a EA se tracen en el ]
tridngulo ZAT, si permanecen en su mismo sitio, estardn en |
equilibrio con las rectas tomadas de ellas en la secci6én una vez |
transportadas a © de tal manera que el centro de gravedad del |

peso de ambas sea K.

Y puesto que el tridngulo I'ZA estd compuesto por las rec- |
tas que hay en el tridngulo TZA, mientras que el segmento ;
ABT estd compuesto por las rectas de la seccién tomadas de |
manera semejante a 20, entonces el tridngulo ZAT, si perma-. §
nece en su mismo sitio, estard en equilibrio, con relacién al
punto K, con el segmento de la seccién en torno al centro de gra-
vedad ©, de modo que el centro de gravedad de la suma de |

ambos!® sea K.

"' Heiberg considera la frase una interpolaci6n, y supone que la referencia -
se refiere a los Elementos de conicas de Euclides o Aristeo. La demostracién |

figura en Cuadratura de la pardbola, 2.

2 [Es0 se demuestra en un lema]. La frase es una interpolacion; el lema, si |

existid, no se nos ha conservado.

" Es decir, de TH.

" Es decir, de la magnitud compuesta por ambas figuras —el tridngulo mas
el segmento de la secci6n parabélica—, situada en la posicién en que ahora
estd el tridngulo.

— Por ello y porque las rectas ZA, ME son parale-
las a EA, MN es igual a NE y ZK a KA. Y puesto que TA es a
EORy, por otro lado, TA es a A= como I'K
a KN [Elem. VI 2;V 18] y TK es igual a K®, entonces, OK es |
Z0.Y puesto que el punto N es el centro de |
gravedad de la recta MEZ, ya que MN es igual a NE [Lema 4],
entonces si ponemos TH igual a Z0 y como centro de gravedad |
deella” el punto ®, de modo que TO sea igual a ©H, TOH esta- i
si permanece en el mismo lugar, por |
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Cértese I'K por el punto X de manera que I'K sea el triple
que KX; entonces el punto X serd el centro de gravedad del
tridngulo AZI —ya estd demostrado en los libros Sobre el equi-
librio [Lema 5]—. Puesto que el tridngulo ZAT, si permanece
en su mismo sitio, se equilibra, en relacién al punto K, con el
segmento BAT en torno al centro de gravedad © y puesto que X
es el centro de gravedad del trifngulo ZAT, entonces el tridngu-
lo AZT es al segmento ABT situado en torno al centro ® como
OK es a XK. Y OK es el triple de KX, Luego también el tridn-
gulo AZT es el triple del segmento ABI'. Y ademds, por otro
lado, el tridngulo ZAT es el cuddruple del tridngulo ABT, por
serigual ZK a KA y AAa AT'; luegoel scgmento ABT es cua-
tro tercios del tridngulo ABIS.

PROPOSICION 2

Lo anterior no queda demostrado mediante lo que se ha
dicho ahora, pero ha producido cierta impresién de que la con-
clusién es verdadera. Por eso nosotros, al ver que no queda
demostrado pero sospechando que 1a conclusion es verdadera,
pondremos en su lugar la demostracién geométrica que descu-
brimos, la que publicamos hace tiempo!”.

Que toda esfera es el cuddruple del cono que tiene su base
igual a un cfrculo méximo de la esfera y altura igual al radio de
la esfera, y que el cilindro que tiene su base igual a un circulo

% Anota Heiberg: «De la proporcién AL : AT :: AB 1 AK resulta que AB =
1712 AK = 1/4 AZ», {(es decir, los dos tridngulos ABI' y AZI" tienen la misma
base AT, pero el segundo tiene la altura cuatro veces mayor que el primero).

16 {Esto, en efecto, es evidente].

17 La demostracién se encuentra en Cuadrat. pardb. 14-24, donde Arqui-
medes da dos demostraciones rigurosas y completamente distintas. Heiberg
piensa que esta demostracién anunciada debfa de encontrarse en la parte final
de este tratado, que no se nos ha conservado.
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méximo de la esfera y altura igual al didmetro de la esfera es §

una vez y media la esfera, se estudia por este método asi:

Sea una esfera en la que ABI'A es un circulo mdximo y AT,
BA son didmetros perpendiculares entre siy sea en la esferaun |
circulo de didmetro BA perpendicular al circulo ABI'Ay, a par- |
tir de este circulo perpendicular’®, constriiyase un cono con el |
punto A como vértice y, una vez trazada su superficie, cértese 4
el cono mediante un plano paralelo a la base por el punto I'. §
Producird un circulo perpendicular a AT, y EZ seri su didme-
tro. A partir de este circulo constrityase un cilindro de eje igual |
a Al'y sean EA, ZH las generatrices del cilindro. Y proléngue- |
se 'A y seaigual a ella A®, y considérese I'® una balanza y su
punto medio A, y tricese una recta MN que sea paralelaaBAy
corte ésta al circulo ABI'A en los puntos E, O y al didmetro AI' §
enelpunto X, yalarecta AEenel punto Il yalarecta AZ en
el punto P y sobre la recta MN dlcese un plano perpendiculara |

AT; éste producird como sec- |

" Z  cién en el cilindro un circulo,
cuyo didmetro seri MN y en la }§

¥ 5 esfera ABT'A otro circulo cuyo
° didgmetro serd Z0, y en el cono |

0 . . AEZ otro circulo cuyo didmetro
ANlnp ¥ serd ITP. ]
2 / Y puesto que el rectdngulo }

¢ X

igual al comprendido por MZ,
YIT —pues AT esigualaIM y

A E

M AXesigual a TIZ [Elem. VI4]— |

v, a la vez, el cuadrado de lado AE —es decir, la suma de los
cuadrados de lados EX, TI1 [Elem. 1 47}—, es igual al rectdngu-
o comprendido por I'A, AX [Flem. VI 8, corol.], entonces el
rectangulo comprendido por MZ, ZI1 es igual a la suma de los
cuadrados de lados ZZ, ZI1. Y puesto que I'A es a AT como MX

8 Es decir, «tomando ese circulo como base».

> comprendido por TA, AZ es

METODO 281

a XITy, por otro lado, T'A es igual a A®, entonces @A es a AL
como MZE es a ZIT —esto es, como el cuadrado de lado MX al
rectdngulo comprendido por ME, ZIT—. Y se habia demostra-
do que 1a suma de los cuadrados de lados ZX, ZIT era igual al
rectdngulo comprendido por MZ, ZT1. Luego A® es a AX como
el cuadrado de lado MX a la suma de los cuadrados de lados EZ,
ZI1. Por otra parte, el cuadrado de lado MZ es a la suma de los
cuadrados de lados EZ, £IT como el cuadrado de lado MN a la
suma de los cuadrados de lados EO, ITP [Elem.V 15] y, a su
vez, el cuadrado de lado MN es a la suma de los cuadrados de
lados 2O, ITP como el circulo de didmetro MN —en el cilin-
dro— es a la suma de los dos circulos, el de didmetro IIP —en
el cono— y el de didmetro 2O —en la esfera— [Elem. X11 2}
luego @A es a AX como el circulo en el cilindro es ala suma de
los circulos en 1a esfera y ¢l cono.

Por consiguiente, puesto que @A es a AZ como el propio
circulo del cilindro, si permanece en su mismo sitio, es a la
suma de los dos circulos que tienen por didmetros 2O, I1P, una
vez transportados y puestos en ©, de tal manera que O sea el
centro de gravedad de cada uno de ellos, estardn en equilibrio
con relacion al punto AY.

De la misma manera se demostrard también que, si en el
paralelogramo AZ se traza otra paralela a EZ y por la recta tra-
zada se construye un plano perpendicular a AT, el circulo pro-
ducido en el cilindro, si permanece alli mismo, estard en equili-
brio respecto al punto A con la suma de los dos circulos, el
producido en la esfera y el del cono, una vez transportados y
puestos en la balanza en el punto ©, de tal manera que el punto
© sea el centro de gravedad de cada uno de ellos.

% Entiéndase que el equilibrio se produce entre el circulo en el cilindro, de
un Jado, y los circulos en el cono y la esfera tomados como una sola magnitud,
de otro.

Heiberg sospecha que en este pasaje se ha podido producir alguna altera-
cién del texto, ya que el original presenta anomalfas sintdcticas.
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Y una vez completados el cilindro y la esfera y el cono me-
diante los circulos tomados de esa manera, el cilindro, si per- 5‘
manece en su mismo sitio, estard en equilibrio respecto al punto §
A con ambos, la esfera y el cono, una vez transportados y pues- |
tos en la balanza en el punto ®, de tal manera que ® sea el
centro de gravedad de cada uno de ellos. Y puesto que los s6li-
dos indicados estén en equilibrio respecto al punto A, si el cilin-
dro permanece con centro de gravedad en K, y la esfera y el |
€ono se transportan, como se ha dicho, al centro de gravedad 0, |
©®A serd a AK como el cilindro a la suma de la esfera y el cono |
[Equil. plan. 1 6-7]. Y OA es el doble de AK; luego también el ]
cilindro es el doble de la suma de ambos, la esfera y el cono; y ]
a la vez es el triple del propio cono [Elem. XII 10]. Luego tres |
conos son iguales a esos mismos dos conos més dos esferas. |
Réstense en comtin los dos conos?; entonces, un cono, €l que §
en seccién por el eje da el tridngulo AEZ, es igual a las dos es- |
feras mencionadas. Y el cono que en seccién por el eje da el |
tridngulo AEZ es igual a ocho conos que tengan por seccién en |
el eje al tridgngulo ABA [Elem. XII 12], por ser EZ el doble de
BA. Luego los ocho conos mencionados son iguales a dos esfe-
ras; luego la esfera cuyo circulo maximo es ABT'A es el cuadru- ]
ple del cono que tiene por vértice el punto A y por base el circu- 1

lo de didmetro BA que es perpendicular a AT'.

Por los puntos B, A tricense en el paralelogramo AZ las rec- |
tas ®BX, WAQ paralelas a AT y considérese un cilindro que

tenga por bases los circulos de didmetros ®¥, XQ y por eje AT
Puesto que el cilindro que en seccion por el eje da el parale-
logramo ®Q es el doble del cilindro que en seccién por el eje da

el paralelogramo @A [Elem. XII 14] y este mismo es el triple |

del cono que en seccion por el eje da el tridngulo ABA —como
en los Elementos [Elem. XII 10]— entonces el cilindro que en

seccion por el eje da el paralelogramo ®Q es el séxtuplo del |

cono que en seccién por el eje da el tridngulo ABA. Y se habia

2 Es decir, «réstense dos conos de ambos miembros de la igualdad».

METODO 283

demostrado que la esfera cuyo circulo méximo es ABI'A era el
cuddruple de este cono. Luego el cilindro es una vez y media la
esfera, que es lo que habia que demostrar.

Una vez estudiado esto, que toda esfera es el cuidruple del
cono que tiene por base su circulo maximo y la altura igual al
radio de la esfera, se me ocurrié que la superficie de toda esfera
es el cuddruple del circulo maximo de los de la esfera. Y es que
mi suposicién habia sido que, puesto que todo circulo es igual a
un tridngulo que tiene por base la circunferencia del circulo y la
altura igual al radio del circulo®, también toda esfera es igual al
cono que tiene por base la superficie de la esfera y 1a altura igual
al radio de la esfera.

PROPOSICION 3

Por este método se estudia también que el cilindro que tiene
la base igual al circulo mayor de un elipsoide de revoluciény la
altura igual al eje del elipsoide es una vez y media el elipsoide.

Una vez estudiado esto, es evidente que al ser cortado cual-
quier elipsoide mediante un plano que pase por el centro y per-
pendicular al eje, la mitad del elipsoide es el doble del cono que
tiene la misma base que el segmento y el mismo eje™.

Sea, pues, un elipsoide y cértelo un plano que pase por su
eje y resulte en su superficie la elipse ABI'A y sean los didme-
tros? de ésta AT, BA y su centro K, y seaen el elipsoide un circu-
lo de didametro BA perpendicular a AT, y considérese un cono
que tiene por base el circulo indicado y por vértice el punto A,
y una vez trazada la superficie del cono, cortese éste mediante
un plano paralelo a la base que pase por el punto I'. Su seccién

2 Med. cire. 1.
2 Es decir, «la misma altura».
3 0 «ejes».
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serd un circulo perpendicular a AT, y su didmetro ser4 EZ. Por
otro lado, sea también un cilindro que tenga por base el mismo

circulo cuyo didmetro es EZ y por eje la recta AT y, una vez

prolongada I'A, sea A® igual a ella, y considérese ®I" una ba- !

lanza y A su punto medio, y trdcese la recta MN paralela a EZ §
en el paralelogramo AZ, y por MN constriyase un plano per-
pendicular a AT éste producird en el cilindro como seccién §
un circulo cuyo didmetro ser
MN, en el elipsoide producird ]
como seccidn un circulo cuye §
didmetro serd 2O y en el cono §
producird como seccién un
circulo cuyo didmetro serd |

I3 T TIp%, ]
/ Y puesto que T'A es a AX
r; *  como EA es a AIl [Elem. VI §

4}, es decir, como MZ a XIT
[Elem. V 18; V1 4] y, por otra }
parte, A es igual a A®, enton- |
ces ©A es a AY como ME es a £I1. Y MZ es a XT1 como el cua-

B

A ] E

drado de lado MX es al rectdngulo comprendido por MZ, ZIT.

Por otro lado, los cuadrados de ITZ, £E son iguales al rec-
tdngulo comprendido por MZ, £I1. Puesto que el rectdngulo ~
comprendido por AX, XI" es al cuadrado de lado £E como el §
rectdngulo comprendido por AK, KI" —es decir, el cuadrado de

lado AK— es al cuadrado de lado KB?; y por otro lado el cua-

drado de lado AK es al cuadrado de lado KB como el cuadrado |
de lado AX es al cuadrado de lado EI1 [Elem. VI 4]; entonces,
tomando la proporcién en alternancia®, el cuadrado de lado AL
serd al rectdngulo comprendido por AZI" como el cuadrado de |

* El plano indicado, como se ve en la figura, cortard a la recta Al en el |

punto X,
% [Pues ambas razones son como la del eje mayor al eje menor).
* Cf. vol. 1, Introduccidn, pag. 51.

METODO 285

lado I1Z al cuadrado de lado ZZ. Por otro lado, el cuadrado
de lado AZX es al rectdngulo comprendido por AXI" como el
cuadrado de lado ZIT al rectdngulo comprendido por Z11, ITM
[Elem. V1 4]. Luego el rectidngulo comprendido por MI1, I1E
serd igual al cuadrado de lado EX [Elem. V 9]. Stimese en co-
mun?’ el cuadrado de lado I1Z; entonces, el rectangulo com-
prendido por MZ, Z11 ser4 igual a la suma de los cuadrados de
lados T1Z, Z= [Elem. 11 3]. Luego ®A es a AX como el cuadrado
de lado MZX es a los cuadrados de lados I1Z, £Z. Y el cuadra-
do de lado MX es a la suma de los cuadrados de lados LZ, 211
como el circulo que hay en el cilindro y cuyo didmetro es MN
es a la suma de los dos circulos que tienen por didmetros Z0,
IIP [Elem. X1I 2]. De manera que ¢l circulo que tiene por did-
metro MN, si permanece en el lugar en que est4, se equilibrard,
respecto al punto A, con la suma de los dos circulos cuyos dié-
metros son 20, I1P, una vez trasladados y puestos en la balan-
za en el punto ©, de manera que © sea el centro de gravedad de
cada uno de ellos. En efecto®, una vez trasladados los dos circu-
los cuyos didmetros son EQO, IIP , el centro de gravedad de la
suma de ambos es ® [Cf Lema 1].Y, por tanto, ®A es a AL
como el cfrculo cuyo didgmetro es MN es a la suma de los dos
circulos cuyos didmetros son ZQ0, I1P.

De la misma manera se demostrard también que si en el
paralelogramo AZ se traza alguna otra paralela a EZ y desde la
recta trazada se construye un plano perpendicular a AT, el circu-
lo resultante en el cilindro, si permanece en su mismo sitio, es-
tard en equilibrio respecto al punto A con los dos circulos resul-
tantes en el elipsoide y en el cono una vez trasladados al punto
© de la balanza de modo que © sea el centro de gravedad de
cada uno de ellos.

Por consiguiente, una vez completados el cilindro y el elip-
soide y el cono mediante los circulos tomados, el cilindro, si

1 Es decir, «siimese a ambos términos de la igualdad».
2 Sustituimos 8¢ del ms. por 81, siguiendo la conjetura de Heiberg.
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permanece en ¢l lugar en que esté, estard en equilibrio, respecto
al punto A, con la suma del elipsoide y €l cono una vez trans- {
portados y colocados en la balanza en el punto @, de tal manera |

que © sea el centro de gravedad de cada uno de ellos.

Y el punto K es el centro de gravedad del cilindro [Lema 8] |
y, como se ha dicho, el centro de gravedad del elipsoide y el
cono juntos es ¢l punto ©. Por consiguiente, @A es a AK como |
el cilindro es a la suma del elipsoide y el cono; por otro lado, j
AQ es ¢l doble de AK; luego también el cilindro es el doble de |

la suma del elipsoide y el cono.

Luego el cilindro es igual a la suma de dos conos mds dos elip- ;
soides; y el cilindro es igual a la suma de esos mismos tres co- |
nos [Elem. XII 10]; luego tres conos son iguales a dos conos y §
dos elipsoides. Réstense en comiin® los dos conos. Entonces |
el cono restante, cuya seccién por el eje da el tridngnlo AEZ, |
es igual a dos elipsoides; y ese mismo cono® es igual a ocho |
conos cuya seccién por el eje da el trigngulo ABA; luego los |
ocho conos indicados son iguales a dos elipsoides; luego tam-

bién cuatro conos son iguales a un elipsoide.

Por tanto el elipsoide es el cuddruple del cono cuyo vérti-
ce es el punto A y su base el circulo de didmetro BA, que es §
perpendicular a AT’; y la mitad del elipsoide es el doble del }

dicho cono.

Y por los puntos B, A trdcense en el paralelogramo AZ las
rectas X, WQ paralelas a AT" v considérese un cilindro cuyas }
bases son los circulos que tienen por didmetros las rectas OV, |

XQ yporeje larecta Al

Puesto que el cilindro cuya seccién por el eje da el paralelo-
gramo P2 es e] doble del cilindro por cuyo eje pasa el paralelo-
gramo @A [Elem. X1I 13] —ya que tienen iguales sus bases y un
eje doble del otro eje— este mismo cilindro, cuya seccion porel |

eje da el paralelogramo @A, serd el triple del cono cuyo vértice

2 Es decir, «réstense de los dos miembros de la igualdad».
3 El generado por el tridngulo AEZ, se entiende.

METODO ‘ 287

es el punto A y su base el circulo de didmetro BA, que es perpen-
dicular a AT [Elem. XII 10]; luego el cilindro cuya seccién por
el eje da el paralelogramo @ ser4 el séxtuplo del cono indica-
do. Y se habia demostrado que el elipsoide era el cuadruple del
mismo cono; luego el cilindro es una vez y media el elipsoide.

PrOPOSICION 4

Que todo segmento cortado de un paraboloide de revolucién
mediante un plano perpendicular al eje es una vez y media el
cono que tiene la misma base y el mismo eje que el segmento,
se estudia por este método asi:

Sea un paraboloide de revolucién y cértelo por el eje un
plano y produzca como seccién en la superficie [Con. esf. 11a}
la seccién de cono rectangulo ABT, y cértelo también otro pla-
no perpendicular al eje y sea la seccién comiin la recta BT; sea
AA el eje del segmento y prolénguese AA hacia © y péngase
A@ igual aellay considérese A@ una balanza, y su punto medio
A; y sea la base del segmento el circulo de didmetro BI', que es
perpendicular a AA, y considérese el cono que tiene por base un
circulo cuyo didmetro es BI' y por vértice el punto A; sea, por
otro lado, el cilindro que tiene por

base el circulo cuyo didmetroes BI'y 7 N r
por eje AA; y en el paralelogramo tré-

cese MN que sea paralela a BI'; y por o

MN constriyase un plano perpendi- /

cular a AA; éste producird en el cilin- 2 Az e A

dro como seccién un circulo cuyo
didmetro es MN, y en el segmento
del paraboloide producird como sec-
¢i6én un circulo cuyo didmetro es 2O - 3
[Con. esf. 11a].

Y puesto que BAT es la seccién de un cono rectdngulo, AA
es un didgmetro, y puesto que EX, BA han sido trazadas ordena-
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damente, AA es a AZ como el cuadrado de lado BA al cuadrado |
de lado ZZ. Y AA es igual a A@. Luego ©®A es a AZ como €l |
cuadrado de lado MX es al cuadrado de lado £Z*', Por otro lado, §
el cuadrado de lado MX es al cuadrado de lado ZE como el circu- |
lo que esté en el cilindro, cuyo didmetro es MN, es al circulo que
estd en el segmento del paraboloide, cuyo didmetro es ZO |
[Elem. X112]. Luego ®A es a AZ como el circulo cuyo didmetro
es MN es al circulo cuyo didmetro es 2O. Luego el circulo cuyo
didmetro es MN, el del cilindro, si permanece en el lugar en que |
estd, estard en equilibrio, respecto al punto A, con el cfrculo |

cuyo didmetro es EO, una vez transportado éste y puesto en la

balanza en el punto ©, de modo que © sea su centro de grave- |
dad; y el centro de gravedad del cfrculo cuyo didmetroes MN es
¥ {Lema 7], mientras que el centro de gravedad del circulo cuyo
didmetro es EO, una vez transportado, es @; y @A guarda con ]
AZXlarazén inversa de la que guarda el circulo cuyo didmetroes

MN con el circulo cuyo didmetro es 202,

De manera semejante se demostrard también que si en el
paralelogramo EI se traza alguna otra paralela a B y por la §
recta trazada se construye un plano perpendicular a A®, el circu- ]
lo resultante en el cilindro, si permanece en su mismo sitio, se
equilibraré respecto al punto A con el resultante en el segmento
del paraboloide una vez trasladado a la balanza al punto ©, de

manera que ® sea su centro de gravedad.

Y asi, una vez completados el cilindro y el segmento del §
paraboloide, el cilindro, si permanece en su mismo sitio, se |

equilibrard, respecto al punto A, con el segmento del paraboloi-

de, una vez trasladado éste y puesto en la balanza en el punto ©, de _‘

tal manera que @ sea su centro de gravedad.

3 En Cuadr pardb. 3 aparece enunciado como proposicion el argumento ;
aquf empleado, pero para la demostracién remite a los libros (perdidos) de

Conicas.
# Es decir, que los brazos de la palanca son inversamente proporcionales a
los circulos situados en sus extremos.

METODO 289

Y puesto que las magnitudes mencionadas se equilibran res-
pecto al punto A y el punto K es el centro de gravedad del cilin-
dro, al estar cortada por la mitad AAenel puntoK [Lema 8],y
el centro de gravedad del segmento trasladado es O, larecta ®A
guardard con la AK la raz6n inversa de la que guarda el cilindro
con el segmento. Y OA es el doble de AK; luego también el ci-
lindro es el doble del segmento. Pero ese mismo cilindro es el
triple del cono que tiene por base el circulo cuyo didmetro es
BI" y por vértice el punto A [Elem. XII 10].

Es evidente, por tanto, que ¢l segmento ¢s una vez y media
el mismo cono.

PROPOSICION 5

Que en un segmento de un paraboloide de revoluci6n, cor-
tado por un plano perpendicular al eje, el centro de gravedad
estd sobre la recta que es el eje del segmento, si se corta dicha
recta de manera que la parte que queda hacia el vértice sea el
doble que la parte restante, se estudia por este método asi:

Sea un segmento de un paraboloide de revolucién cortado
mediante un plano perpendicular al eje y c6rtelo por el eje otro
plano y produzca como seccién en la superficie la seccién
ARBT de un cono rectdngulo [Con. esf. 11a], y sea BI la sec-
cién comun del plano que ha cortado el segmento y del que
ahora lo corta; sea el eje del segmento y didmetro de la seccidn
ABT la recta AA y, prolongada AA, péngase igual a ¢lla la
recta A®; considérese A® una balanza y A su punto medio, y
sea también un cono inscrito en el segmento y sean sus gene-
ratrices BA, AI' y trdcese en la seccién del cono rectdngulo
una recta 2O paralela a BT y corte ésta® a la seccién del cono
rectdngulo en los puntos E, O y a las generatrices del cono en
los puntos I, P.

3 Es decir, EO.
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Puesto que en la seccién del cono rectdngulo las rectas =X,

10 BA han sido trazadas perpendiculares al didmetro, entonces AA

es a AX como el cuadrado de

[Cuadr. pardb. 3]. Por otro lado,
AA es a AL como BA a [1Z
[Elem.V14];yBAesallX como

iy tdngulo comprendido por BA,

I1Z. Luego también el cuadrado
5 de lado BA serd al cuadrado de
_ lado EX como el cuadrado de la-
do BA al rectdngulo comprendido por BA, TTZ. Luego el cua-
drado de lado ZX es igual al rectdngulo comprendido por BA,
I1Z [Elem. V 9]. Luego las rectas BA, £E, T11 estdn en propor-
cién* [Elem. V1 17],y porello BAes a I1E como el cuadrado de
lado EX es al cuadrado de lado ZI1 [Elem. V def. 9]. Por otro
lado, BAes aI1Z como AA es a AT, es decir, como @A esa AT,
Luego ®A es a AX como el cuadrado de lado =X es al cuadrado
de lado £T1.

Constriyase por 20 un plano perpendicular a AA: éste pro-
ducird en el segmento del paraboloide de revolucién un circulo
cuyo didmetro serd 2O [Con. esf. 11a), y en ¢l cono producird
un circulo cuyo didmetro serd I1P [Elem. XII 2]. Y puesto que
©A es a AZ como el cuadrado de lado =X es al cuadrado de lado
ZI1 y, por otro lado, el cuadrado de lado EX es al cuadrado de
lado ZI1 como el circulo cuyo didmetro es ZO es al circulo
cuyo didmetro es IIP, entonces @A serd a AX como el cfrcu-
1o cuyo didmetro es EO es al circulo cuyo didmetro es I1P,
Luego el circulo cuyo didmetro es 2O, si permanece en su mis-
mo sitio, estard en equilibrio, respecto al punto A, con el circulo
cuyo didmetro es IIP, una vez trasladado éste al punto © de la
balanza de manera que © sea su centro de gravedad.

in

% Entiéndase: «en proporcién continua», es decir, BA 1 L5 38 : 11

7 lado BA al cuadrado de lado X

el cuadrado de ladoBAes alrec-

METODO 291

Puesto que el centro de gravedad del circulo cuyo didmetro
es 20, si permanece en su mismo sitio, es X, mientras que,
como se ha dicho, el centro de gravedad del circulo cuyo did-
metro es I1P, una vez trasladado, es 8, y puesto que ®A guarda
con AZ una razén inversa de la que guarda ¢l circulo cuyo dia-
metro es Z0 con el circulo cuyo didgmetro es ITP¥, entonces
estardn en equilibrio respecto al punto A.

De la misma manera se demostrard también que si en la
seccion del cono rectangulo se traza alguna otra recta paralela
a BI' y por la recta trazada se construye un plano perpendicular a
AA, el circulo resultante en el segmento del paraboloide, si per-
manece en si mismo sitio, estard en equilibrio, respecto al pun-
to A, con el circulo resultante en el cono, una vez trasladado y
puesto en el punto © de la balanza, de manera que © sea su
centro de gravedad.

Por consiguiente, una vez completados el segmento y el
cono mediante los circulos, la suma de todos los circulos del
segmento, si permanecen en su mismo sitio, estard en equili-
brio, respecto al punto A, con la suma de todos los circulos del
cono, una vez trasladados y puestos en el punto ® de la balanza
de manera que su centro de gravedad sea ©.

Por consiguiente, también el segmento del paraboloide de
revoluci6n, si permanece en su mismo sitio, estd en equilibrio
respecto al punto A con el cono, trasladado y puesto en el punto
© de 1a balanza de manera que su centro de gravedad sea ©.

Puesto que el centro de gravedad de ambas magnitudes to-
madas como una sola es A y puesto que el centro de gravedad
del cono trasladado es @, entonces el centro de gravedad de la
magnitud restante estd sobre la recta A® prolongada hacia A 'y
tomada de ella la recta AK de tal longitud que A® guarde con
ella® la misma razén que guarda el segmento con el cono [Le-
ma 2].Y el segmento es una vez y media el cono [Prop. 4]; luego

% Cf n. 32
* Es decir, «con AK».
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también ©A es una vez y media AK y K es el centro de grave- §
dad del paraboloide, una vez cortada AA de tal manera que la |
parte que tiene hacia el vértice del segmento sea el doble de |

1a que est4 hacia la parte restante del segmento.

PROPOSICION 6

En toda semiesfera el centro de gravedad estd en larecta que |
es su eje, una vez cortada de tal manera que el segmento de la |
misma que estd hacia la superficie de la semiesfera guarde con ;

el segmento restante la razén de cinco a tres.

Sea una esfera y cértela un plano por el centro y resulte en
1a supertficie el cfrculo ABI'A como seccidn; sean AT y BA di4- |
metros del circulo perpendiculares entre si; por BA constridyase |
un plano perpendicular a AT’; y sea un cono que tenga por base
el circulo de didmetro BA y por vértice el punto A; sean BA, AA §
las generatrices del cono; y prolénguese I'A y péngase AQ
igual a I’A y considérese la recta @I una balanza y A su punto |
medio; y tricese en el semicirculo BAA la recta £2O que sea !
paralela a BA; corte ésta al contorno del semicirculo en los pun-
tos =, O; a las generatrices del cono en los puntos I1, P; a la )
recta AT en el punto E; y por la recta ZO constriiyase un plano
perpendicular a la recta AE. Este plano producird como seccién
en la semiesfera un circulo cuyo didmetro serd £O, y como |

seccidn en el cono un circulo cuyo didmetro serd [1P.

A

N M 2

P
4 X @
£

x
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Y puesto que Al es a AE como el cuadrado de lado EA al
cuadrado de lado AE [Elem. V1 31; VI 8, corol.; V def. 91, mien-
tras que la suma de los cuadrados de lados AE, EZ es igual al
cuadrado de lado ZA [Elem. 147}y, por otra parte, EIl esigual a
AE [Elem. V14], entonces Al es a AE como la suma de los cua-
drados de lados ZE, EIT al cuadrado de lado EIL Y la suma de
los cuadrados de lados ZE, EIT es al cuadrado de lado EIl como
el circulo de didmetro EO més el cfrculo de didmetro I1P al
circulo de didmetro I1P {Elem. X1I 2], y A es igual a A®. Lue-
g0 OA es a AE como el circulo de didmetro 2O mds el circulo
de didmetro I'TP al circulo de didmetro ITP. Luego ambos circulos,
los que tienen por didmetros EO, I1P, si permanecen en st mis-
mo lugar, estardn en equilibrio, respecto al punto A, con ¢l circu-
lode didmetro I1P, una vez trasladado y puesto en el punto ©, de
tal manera que © sea su centro de gravedad. Y puestoque E es el
centro de gravedad de los dos circulos que tienen por didmetros
2O, TP, si permanecen en su mismo sitio, [Lema 7], mientras
que © lo es del circulo cuyo didmetro es I1P, una vez trasladado,
entonces EA es a A® como el circulo cuyo didmetroes [IPes a
1a suma de los circulos cuyos didmetros son EO, ITP.

De manera semejante también, si se traza en la semicircun-
ferencia¥ otra paralela a BHA, y por larecta trazada se constru-
ye un plano perpendicular a AT, la suma de los dos circulos
-—¢] generado en la semiesfera y el del cono—, si permanecen
en su mismo sitio, estar4 en equilibrio, respecto al punto A, con
el circulo generado en el cono, una vez trasladado y puestoen el

‘punto © de la balanza.

Una vez completados la semiesfera y el cono mediante los
circulos, todos los circulos de 1a semiesfera mds los del cono, si

7 En este pasaje, de lectura dudosa, Heiberg propone «seccién del cono
rectangulo» tanto en la edicién griega como en la version latina. Fue seguido
en ello por Mugler en el texto griego y en su traduccién; no obstante, corregi-
mos el error, manifiesto, por sugerencia de M. Martinez —precedido por Ver
Eecke (trad. cit., vol. II, pag. 498). ’
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permanecen en su mismo sitio, estaran en equilibrio, respecto
al punto A, con todos los circulos del cono, una vez trasladados
y puestos en la balanza en el punto ©, de tal manera que su
centro de gravedad sea ©. De manera que la semiesfera més el
cono, si permanecen en su mismo sitio, estardn en equilibrio,
respecto al punto A, con el cono, una vez trasladado y puesto en
ia balanza en el punto ©, de tal manera que su centro de grave-
dad sea el punto &%,

Sea el cilindro MN, colocado en ©, igual al cono ABA y
cortelo un plano perpendicular al eje de tal manera que el ci-
lindro M esté en equilibrio, respecto al punto A, con el cono;
entonces, la parte restante N estard en equilibrio con la semies-
Sfera. Témese entonces en la recta AH el punto D de tal manera
que AD = 3 OH; entonces © serd el centro de gravedad del
cono [Lema 10].

Tomese, ademds, el punto X de maneraque AH: AX =8 5.
Puesto que el cilindro M estd en equilibrio, respecto al punto A,
con el cono ABA, el cilindro M serd al cono ABA4 como PA :
@A, es decir, como 3 : 8. Y el cono ABA es igual al cilindro MN;
luego el cilindro MN es al cilindro M como 8 : 3. Por consi-
guiente [Blem. V 17}, el cilindro N es al cilindro MN como 5 :
8; 0 el cono ABA es al cilindro N como 8 : 5, es decir, como AH
: AX Y puesto que la esfera es cuatro veces mayor que el cono
que tiene por base el circulo de didmetro BA y por eje AH
[Prop. 2], entonces la semiesfera serd al cono ABA como 2 : 1,
es decir, como A® : AH. Y entonces, ex aequali®, la semiesfera
serd al cilindro N como A® : AX. Y el cilindro N, cuyo centro de
gravedad es ©, estard en equilibrio con la semiesfera respecto

* El palimpsesto griego es lacunoso a partir de este punto y hasta el final
de la proposicién (la parte correspondiente a los fols, 170v col. 2; 163r col. 2
—donde se lee poco més de una decena de palabras—; 157r col. I). Presenta-
mos en cursiva la traduccién de la reconstruccién sugerida por Heiberg a tenor
de la prop. 9 (478, 23 y ss).

% Para la proporcién ex aequali (di’ isou), Cf vol. 1, Introduccién,
pag. 52.

METODO ‘ 295

al punto A. Luego el centro de gravedad de la semiesfera es el
punto X, que corta al eje de tal manera que la parte colocada
hacia la superficie de la semiesfera guarda con la restante la
razonde 5 : 3.

ProposicioN 7

Por este método se estudia también que todo casquete esfé-
rico guarda con el cono que tiene la misma base y el mismo eje
que el casquete, la misma razén que guarda la suma del radio de
la esfera mds ia altura del casquete restante con la altura del
casquete restante®,

Sea, pues, una esfera cuyo circulo mdximo sea ABI'A 'y sean,
por otra parte, didmetros perpendiculares entre st AI, TY, y
cértela un plano perpendicular a A" que produzca un casquete
que tenga como base el circulo de didmetro B4, y corte BA ala
recta A" en H'y sobre ese circulo constriyase un cono que ten-
ga por vértice A. Ademds, constrilyase sobre el circulo de did-
metro TT un cono que tenga el mismo vértice, y una vez trazada
la superficie de éste, el plano trazado por BA produzca en el
cono como seccion un circulo de didmetro EZ; v en el mismo
plano, con centro Hy radio igual a la recta Al trdcese un circu-
lo de didmetro KA, y sobre él constriiyase un cilindro que tenga
por eje AH, del cual sea PA el paralelogramo que lo atraviesa
por el eje. Por otro lado, prolongada la recta A" por ambos
extremos, sea I'Q2igual al radio de la esfera y sea A@ = Al y

% El texto —ilegible— de 160v col. 2y 157v col. | contenfa la descripcion
de la construccién de la figura. Ofrecemos la versién propuesta por Heiberg
siguiendo la pauta de Prop. 2 (438, 29 y ss). Nétese la anomalfa de que en el
diagrama se emplea la letra ® dos veces, para designar dos puntos diferentes:
¢l extremo inferior izquierdo del rectdngulo de didmetro ®A —que se usa so-
lamente en la descripcion de la construccién— y un punto de corte de la recta
AH tal y como se describe en 472, 5-7 —al que se hace referencia a partir de
ahf y hasta el final de la proposicidn.
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considérese la recta I'® una balanza y A su punto medio. En el

paralelogramo ®A trdcese la recta MN paralela a la recta BA, |
y desde MN constriiyase un plano perpendicular a AT Este |
producird en el cilindro como seccién un circulo cuyo didmetro
es MN, y en el casquete de 1a esfera producir4 como seccién un |

circulo cuyo didmetro es 20, v en el cono cuya base es el circu-

N

Z  cuyo didmetro es I1P.

]
/
8 4 < X% 4 \r g . .
’ P I §1permanece en su mismo
\Qib sitio, estd en equilibrio, respecto al
i

4

-]
=
>

de gravedad de cada uno de ellos

sea .Y lo mismo con todos los circulos. Y una vez completa- |

dos el cilindro y el cono y el casquete de la esfera mediante los

circulos, el cilindro, si permanece en su mismo sitio, estard en
equilibrio con la suma del cono més el casquete de la esfera, una |

vez trasladados y puestos en el punto @ de la balanza.

Cértese larecta AH por los puntos @, X, de manera que AX
sea igual a XH, y que H® sea la tercera parte de AH. Entonces
X ser4 el centro de gravedad del cilindro [Lema 8] por ser el
punto medio del eje AH. Puesto que las magnitudes indicadas

estdn en equilibrio respecto al punto A, el cilindro serd a la |
suma del cono cuya base tiene por didmetro EZ mds el casquete |
esférico BAA como ©A es a AX. Y puesto que HA es el triple |
de H®, el rectdngulo comprendido por TH, H® es la tercera |

parte del comprendido por AH, HI" [Elem.V1 8, corol.; VI 17].
Pero el cuadrado de lado HB es igual al rectangulo comprendi-
do por AH, HI" [Elem. V18, corol.; VI 17]. Luego el rectangulo

lo de didmetro EZ y su vértice el |
punto A producird un circulo |

Z |, De manera semejante a lo an- ¢
terior, se demostraré que el circu-
lo cuyo didmetro es MN,

punto A, con la suma de los dos .
circulos de didgmetros 20, ITP, una |
vez transportados al punto & de la |
balanza, de manera que el centro !

METODO | 297

comprendido por T'H, H® ser4 también la tercera parte del cua-
dradodelado BH. YAH? = 3AH x H® = 3 AX x AD, puesto que
AH : AX :: A® : OH = 2. Y puesto que ®A = KHy AH = HE,
entonces como OA? : 1/3 AFE, asi serd el cilindro cuya base es
el circulo de didmetro KA al cono AEZ.Y el cuadrado de ©A :
I3 AH :: @A? : AX x AD; por lo cual OA? : AX x AD como el
cilindro al cono. Se habia demostrado también que @A esaAX
como el cilindro cuya base es el circulo de didmetro KA es al
casquete ABA de la esfera mds el cono. Y @A = AT’ = AP +
T, por lo cual OA? : AD x AX + ®OI' x AX como el cilindro es
al casquete ABA mds el cono AEZ. Por tanto, serd QA% Pl x
AX como el cilindro al casquete. Pero como @A? : 1/3 BH?, ast
es el cilindro al cono ABA; y OA* : 1/3 BH? :: OA?:: THx H®;
luego, como PX % AX . I'H x H® asi es el casquete ABA al
cono ABA.

Ypuesto que AH=2AX = AP + PH=3 PH, y D' = PH +
HI = 1/3 AH + HI", sera ®I"' x AX = 1/3AH x 3/2PH+HI x
372 ®H = ®H x (172 AI' + HI') = OH x HQ.

Luego como HQ : HI', asi es el segmento ABA al cono ABA.

PrROPOSICION 8

De manera semejante se estudia también por este mismo
método que todo segmento de elipsoide cortado mediante un
plano perpendicular* guarda con el cono que tiene la misma
base y el mismo eje*? la misma razén que guardan la suma de la
mitad del eje del elipsoide mds el eje del segmento opuesto con
el eje del segmento opuesto.

# Perpendicular «al eje», se entiende.
% «Que el segmento», se entiende.
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PROPOSICION 9

El centro de gravedad de todo casquete esférico estd sobre |

la recta que es el eje del casquete dividida de tal manera que la

parte de ella que est4 hacia el vértice del casquete guarde con |

la parte restante la raz6n que guardan la suma del eje del cas-
quete mds el cuddruple del eje del casquete opuesto con la suma
del eje del casquete més el doble del eje comprendido por el
casquete opuesto*’,

Sea una esfera y mediante un plano perpendicular cortese
de ella un casquete y, cortada la esfera por el centro mediante

otro plano®, sea el circulo ABI'A su seccion en la superficie y |
sea la recta BA su seccion en el plano que ha cortado el casque-

te; y sea la recta I'A un didmetro perpendicular a BA y cértela

en el punto H, de modo que la recta AH ser4 el eje del casquete |

cuyo vértice es el punto A, y HI el eje del casquete opuesto.

Cortese la recta AH en el punto X de manera que AX seaa XH |
como la suma de AH mads el cuddruple de HI" es a 1a suma de |

AH mds el doble de HT'.

Digo que X es el centro de gravedad del casquete cuyo vér-
tice es el punto A...*5.

Y prolénguese AT" y pongase AQ igual a ella y sea I'E igual
al radio de la esfera y considérese I'® una balanza y su punto
medio A; tricese también un circulo en el plano que corté el cas-
quete, con centro en H y radio igual a AH, y sobre este circulo
constrilyase un cono que tenga por vértice el punto A, y sean AE,
AZ las generatrices del cono, y tradcese KA paralelaa EZ y corte
ala superficie del casquete en los puntos K, A; alas generatrices
del cono AEZ en los puntos P, O, y alarecta AT en el punto IT.

43 La laguna que sigue ha sido suplida por Heiberg a tenor de Prop. 10 (482,
31 yss.).

# Plano que ha de ser perpendicular al anterior.

4 Sigue una laguna de aproximadamente 11 lineas en el palimpsesto; hasta
ahora no ha sido posible colmarla.

METODO 299

Puesto que AT es a AIT como el cuadrado de lado KA al
cuadrado de lado AII [Elem. III 31; VI 8, corol.; V def. 9] y
dado que 1a suma de los cuadrados de lados AT, ITK es igual al
cuadrado de lado KA [Elem.147] y el cuadrado de lado